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223 4 od dołu 
252 4 , 
261 8 od góry 
BE (LL g 
2080 1 , 
IO (U a 


trójkąta 
P,a Pi 


Forma jest zerowa, jeżeli wszystkie 
spółczynniki są liczbami rzeczywi- 


stymi. 


Cy + 2Ey + F=0 
2. 8>0. 
Gy 2E,y + FH _ 
F A 
Gyt? hyth 


F(5. 7) 
proprowadzonej, 


odległość 
lineatu 


= 4 lda, + Bu): + 
+40 - BYR) 
AERO LEA 
8, (aby — a4 b)? à 


Ni, „, sin? 6 


XTM. 
c(y— = F =). 
4. Pay _ 0. 
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= N.. sin? 0, 


ma być 
(6) 
2, =e sin 0. p, 


trójkątów 
Pii P, 
Forma jest zerowa, jeżeli wszysti 
jej spółczynniki równają się ze: 
rzeczywistą jeżeli wszystkie spółczy 
niki są liczbami rzeczywistemi 
0 +28 F=0 
2. ò <0. 
Cy + Eyt F, M 
4 
_ Qy' + ZE,y+ FR 


Ps (Ea. Ta) 
poprowadzonej. 
odległości 
lineału 
1 
= 4 lAa, + Bh)! + 
4+ (4C - BYJłĄ]. 
-p 1 ) 
LJ (a, by — a46,)? ĉi 
N;,„ sin? 6* = N; a sin* 0, 
Rozdział XIII. 
© (y+ Bx E ai 


Str, wiersz 

275 11 od góry 
26 13  , 
388 ., 
291 1 od dołu 
356 2 od góry 
868 4 y 
356 10 -i 
856 7 od dołu 
Mo b a 
BE 2 , 
357 11 a 
WL | 
„ch E. A 
up T JAP 
308 6 od góry 
3658 8 od dołu 
309 3 od góry 
MASIE. 


zamiast 
2%” 
—ż=Kłm0): 
V:— z X*=0 


k“ 
P= m* 
r=lat -+e — Xa b cos $, 
[A(z — r3) + B(y — rh) + 
+ DJA + (B(z — rh) + 
+ Cy — r) + E]=0 


p =a", 
= je 
m =E b” 
n= Kb; 
p =b, 
T 
SRN 
a = — ln = ETE 
EHe 
m = rai 
n*(mt — |) =at, 
n? = — bt 
b = eso 
n? = Dt, 
T 
"= r, 
Teee. 
msi © 
n= Ea, 
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r= Vapi — 2a b cos 6, 
[A(z — rì) + Bly — rp) + 
+ D) + [B(z — rh) + 
+y — rw) + Elk=0 


= a 
„6 
m=et=, 
b 
n=}, 
P =b, 
= ék. 
a 
a=— ln =— neż, 
a 
„© 
m = sis, 
b 
n*(m* — 1 = aż, 
ni = — 5% 
b = eet, 
n? = an a*, 
€ 
m = Ees. 
6 
l=g, 
a 
"n= ea, 


GABINET MATEMATYCZNY 
dekt L aaligwtgI ETELE H 


ROZDZIAŁ I. 
Układy spółrzędnych na linji prostej. 


1. Odcinki i wektory na linji prostej. 


Uważajmy linję prostą i oznaczmy ją literą 2. Dwa dowolne 
punkty 4, B prostej I wyznaczają odcinek, który oznaczamy przez 
AB lub BA, i którego końcami są te punkty. Uważajmy znów dwa 
dowolne punkty C, D prostej ł. Teorja mierzenia odcinków uczy 
wyznaczać jednoznacznie pewną liczbę p miarę odcinka AB przy 
jednostce odcinku CD. Liczba u. jest wymierną wtedy i tylko wtedy 
gdy odcinki są współmierne, niewymierną wtedy i tylko wtedy gdy 
są niewspółmierne. Oznaczając miarę odcinka AB przez m(A B) 
mamy zatem 

m(A B) = p. (1) 


Przypuśćmy teraz, że A i B oznaczają tensam punkt na pro- 
stej /. Mówimy, że punkty Ai B się zlewają, w przeciwnym razie, 
że są od siebie odmienne. Przez dwa punkty będziemy naogół rozu- 
mieli dwa punkty dla których albo jeden albo drugi przypadek 
zachodzi. Punkty A i B zlewające się wyznaczają odeinek nie- 
właściwy, w przeciwieństwie do punktów od siebie odmiennych, 
które wyznaczają odcinek właściwy. W pierwszym przypadku je- 
dynym punktem odcinka jest punkt A lub B. Jako miarę odcinka 
niewłaściwego przyjmujemy liczbę zero, dlatego odeinek taki nazywa 
się odcinkiem zerowym. 

Nazwijmy przyległymi dwa odcinki mające jeden koniec wspólny 
np. AB, BC. Są one przyłegłe zewnętrznie gdy prócz B nie mają 
innego punktu wspólnego, wewnętrznie w przeciwnym przypadku. 
W teorji mierzenia odcinków dowodzi się następującego twierdzenia: 

„Odcinek AC, który się nazywa sumą odcinków przyległych 
zewnętrznie A Bi BC ma miarę równą sumie miar tych odeinków*. 


Geometrja analityczna na płaszczyznie: 1 
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Wprowadzimy teraz pojęcie wektorów na prostej l. W tym 
celu uważajmy pewien porządek następstwa obu końców odcinka 
właściwego 4, B. Odeinek właściwy, którego końce następują po sobie 
w pewnym porządku: 4, B lub B, A nazywamy odcinkiem skierowanym 
lub wektorem i oznaczamy przez A B względnie przez BA. Dwa 
wektory A Bi BA nazywają się sobie przeciwne. Pierwszy z końców 
wektora nazywamy jego początkiem, a drugi końcem, rozumiejąc to 
słowo w nowym sensie. Odcinek niewłaściwy możemy też nazywać 
wektorem niewłaściwym w odróżnieniu od wektorów właściwych. 

Każdy wektor właściwy AB wyznacza na prostej / pewien 
porządek następstwa punktów prostej. Dwom wektorom AB i RA 
sobie przeciwnym odpowiadają dwa przeciwne sobie porządki na- 
stępstwa punktów na prostej l. 

Prostą na której obraliśmy pewien porządek następstwa punktów 
nazywa się prostą skierowaną lub osią (axe). Każdej prostej odpo- 
wiadają więc dwie osie sobie przeciwne. Mówimy też że mamy na 
prostej dwa przeciwne sobie kierunki obiegu. 

Uważajmy znów prostą / i osie /, i l, sobie przeciwne odpo- 
wiadające tej prostej. Obierzmy jednę z tych osi np. 2,. Wektor Al B 
nazywa się dodatnim jeżeli ma kierunek osi 2,, w przeciwnym razie 
ujemnym. Wartością (valeur) wektora A B nazywa się liczba wzgłędma, 
której wartość bezwzględna równa się mierze odcinka w jednostice 
danej OD, a która jest dodatnia lub ujemna zależnie od tego, czy 
wektor jest dodatni czy ujemny. Oznaczamy przez v(4 B) wartość 
wektora AB. Jeżeli ona równa się A mamy jako definicja 

v(4B)=A ((2) 


Krócej wartość oznaczymy przez AB. 


2. Układy spółrzędnych Kartezjusza na prostej. 


Obierzmy na prostej / dowolny punkt oznaczające go literą '0. 
Dzieli on prostą na dwa ramiona (demi-droites) r, i r, którycch 
początkiem jest wspólny punkt O. Każdemu punktowi A prosttej 
odpowiada wektor 04. Wektory te współpoczątkowe dzielimy ma 
dwie kategorje, zależnie od tego, czy koniee A leży na ramieniu r, 
czy na ramieniu rą, przyczem wektor niewłaściwy OO uważamy 
za należący do obu kategoryj, 

Obierzmy na prostej Z pewien kierunek obiegu, tj. pewną ooś. 
Nazwiemy dodatniem ramieniem to z ramion r}, 7,, dla któreggo 
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początek O jest pierwszym punktem ramienia, a ujemnem tó ramię, 
dla którego O jest ostatnim punktem ramienia. Niechaj r, będzie 
doditniem, a r, ujemnem ramieniem. Ramiona te będziemy też 
ozmiczać przez r, i r_. 

Uważajmy na ramieniu r, dowolny punkt J odmienny od O, 
i merzmy odcinki na prostej / odcinkiem OJ jednostkowym. Punkt J 
nazwiemy punkiem jednostkowym. 

Każdy wektor OA o początku O ma teraz pewną wartość, 
która jest dodatnia, jeżeli A leży na ramieniu r, i jest różne od O, 
ujenna jeżeli A leży na ramieniu r_ i jest różne od O, zerowa 
jeżai A schodzi się z 0. Nuodwrót do danej A priori dowolnej 
liczny względnej A należy jeden i tylko jeden punkt 4, dla którego 
spełniony jest warunek (2), tj. należy jeden i tylko jeden z wekto- 
rów współpoczątkowych, którego wartość równa się A. 

Wektor OA należący do punktu A nazywamy odciętą Karte- 
zjusza, albo krótko odciętą (abscisse) 1) punktu 4, albo też spółrzędną 
Kartezjusza, krótko spółrzędną (coordonnée). Nazwami tymi ozna- 
czany też wartość wektora OA, którą raczej powinno nazywać się 
wartością odciętej lub spółrzędnej. Początek ramion O nazywamy 
początkiem układu spółrzędnych Kartezjusza (origine des coordonnćes). 
Oś obraną na prostej / nazywamy osią Kartezjusza (axe des coor- 
domóes) i oznaczamy przez x. Odcinek jednostkowy OJ nazywamy 
jednostką (miary) układu spółrzędnych Kartezjusza. 

Układ Kartezjusza na prostej jest więc dany, jeżeli dany jest 
jego początek O, jednostka miary OJ i kierunek dodatni na prostej, 
tj. dlana oś. 

Spółrzędne punktów stałe obranych na osi spółrzędnych Kar- 
tezjusza oznaczamy zwykle pierwszymi literami abecadła a, b,... 
zaś spółrzędne punktów zmiennych ostatnimi literami abecadła z, y,... 


3. Odcinki i wektory w układzie spółrzędnych Kartezjusza. 


Wprowadźmy na prostej / układ U spółrzędnych Kartezjusza. 
Uważajmy dowolny wektor AB na osi æ. Załóżmy nasamprzód, 
że wektor ten jest dodatni. Zależnie od położenia punktów A i B 
możemy odróżnić 5 następujących przypadków: 


1) Nazwa odciętej pochodzi od Apollonjusza z Pergi w III wieku 
przed Chr., który w dziele „re xwwx“ odcina (&zotéėpvew) odcinki na osi prze- 
cholzącej przez wierzchołek krzywej drugiego stopnia. Stąd pochodzi nazwa 
„abicissa* używana przez tłómaczy Apollonjusza. 

1* 
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. A i B leżą na dodatniem ramieniu osi spółrzędnych. 
. A leży na ramieniu ujemnem, a B na ramieniu dodatnieem. 


W R e 


. A i B leżą na ramieniu ujemnem. 

4. A zlewa się z początkiem O, a więc B leży na ramierniu 
dodatniem. 

5. B zlewa się z początkiem O, a więc A leży na ramiepniu 
ujemnem. 

Uważajmy przypadek pierwszy. Ponieważ A leży pomięddzy 
O i B, więc odcinek OB jest sumą odcinków OA i AB. Manmy 
więc równość 


m (0B) = m (04) € m(AB). 


Wektory OA i OB są dodatnie. a więc jeżeli oznaczyrmy 
przez a i b wartości wektorów OA i OB 


Tian a 
mamy 
m(04)=a, m(0B) =b. 
Mamy więc równość 
m(AB) =b — a. i (3) 
Ale wektor AB jest dodatni, więc dochodzimy do wzoru 
AB=b—a. ( (4) 
W drugim przypadku O leży między A i B, więc AO, (OB 
AB są dodatnie. Mamy więc 
m (AB) = m(4A0) +- m (OB). 
Mamy dalej 
m(A0) =m(04)=— DA = — a 
m (0B) = OB =b, 
dochodzimy więc znów do równości (3) i (4). 
W trzecim przypadku B leży między A i O mamy wivięe 
równość 
m (40) = m(AB) -- m (BO), 
a ponieważ teraz mamy 
m(40)=—a, m(B0O) =—b, 


więc znów dochodzimy do równości (3) i (4). 
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W czwartym i w piątym przypadku mamy również wzory (3) 
i (4), albowiem w czwartym przypadku mamy 
m(AB) = AB = OB =b, 


mie a=, 

a w piątym 

| m(AB)= AB = A0 = — a, 
m(0B) = b = 0. 


Załóżmy teraz, że wektor AB jest ujemny. Wówczas wektor BA 
jest dodatni. A więc mamy 


BA = a — b, 
zatem dochodzimy do wzorów 
m(AB)= a — b, 35 
AE 20. (4*) 


Widzimy więc, że na wartość wektora AB otrzymujemy ten sam 
wzór (4). 
Wreszcie dla odcinków zerowych mamy 
(== 03 


a więc wzory (3) i (4) ważne są i w tym szczególnym przypadku. 
Możemy więc wypawiedzieć następujące twierdzenie: 
Twierdzenie 1: „Miara odcinka AB równa się bezwzględnej 

wartości różnicy spółrzędnych końców odcinka. Wartość wektora AB 

równa się różnicy spółrzędnej końca i spółrzędnej początku wektora“. 
Uważajmy dowolną liczbę n > 2 dowolnych punktów na osi 
spółrzędnych x, oznaczając je odpowiednio literami 41; 4,... Án. 

Niechaj spółrzędne tych punktów będą odpowiednio a, ay, .. . Q,. 

Uważajmy następujący ciąg wektorów 

Modą 44,.... kd, di, FS AUF (5) 


Dwa wektory A,A, 4, Amı następujące po sobie bezpo- 
średnio w tym ciągu, tj. takie że koniec pierwszego jest zarazem 
początkiem drugiego nazywają się przyległe a ciąg ciągiem wektorów 
przyległych. 

Sumą wektorów ciągu wektorów przyległych, albo wektorem 
wypadkowym (vecteur résultant) nazywamy wektor 4, 4,, którego 
początkiem jest początek pierwszego wektora, a końcem koniec 
ostatniego wektora ciągu (5). 
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Udowodnimy następujące 
Twierdzenie 2: „Wartość wektora wypadkowego cizągu 
wektórów przyległych równa się sumie wartości tych wektorców. 
Mamy więc wzór 
.-] 
— U S2—, 
A, 4, =< Adin." | (6) 
1=1 
Uzasadnimy wzór ten metodą indukcji matematycznej. Uvwa- 
żajmy więc nasamprzód dwa wektory przyległe 4, 4;, A, Az. Marmy 


A, A, = a, — 0}, 


AAs = ag 4, 


A, dA = z — a,, 
ale mamy 
(ag — a) -+ (a; — a)"  — 0, 1-0, — A = Ay —a,, 
a więc 
A, A; = 4,4, + 444; (7) 


Załóżmy teraz słuszność wzoru, który otrzymujemy ze wzoru ((6), 
M , y: POLU EA 
zastępując w nim n przez n— 1 tj. wzoru 


PY: | Bak 
4,4 = 2 Ad. (8) 


=l 

Uważajmy trzy wektory 4, Án BEM i ALA. Mamy wwięc 
stosując wzór (7) 

F 4,= 4,4, .,+-44,. (9) 

Ze wzorów (8) i (9) wynika wzór (6). Ponieważ wzór ten jjest 
słuszny dla u =2, a słuszność jego dla dowolnej liczby wektorrów 
przyległych pociąga za sobą słuszność wzoru dla liczby o jednaość 
większej, więc wzór ten jest ogólnie słuszny. 

W tym szczególnym przypadku, w którym punkty 4, i 4, 
zlewają się ze sobą, wektor 4, A, jest zerowy, a ciąg (5) nazyywa 
się ciągiem zamkniętym. Wzór (6) napiszemy w tym wypaddku 
w postaci 


n-t 
2 An =O, (10) 


i=l 
przyczem 4, = A;. Mamy więc 
Twierdzenie 3: „Suma wartości wektorów ciągu zamknnię- 
tego równa się zeru“. 
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4. Przekształcenia układów spółrzędnych Kartezjusza 
na linji prostej. 


4 p o J 4 (A P a 4 


$ Q z 5 


Fig. 1. 


Uważajmy na prostej / pewien układ U, określony pewnym 
początkiem O, pewnym dodatnim kierunkiem na prostej / i pewną 
jednostką miary OJ. Przekształceniem układu U w układ U', nazy- 
wamy zastąpienie układu U przez układ U', określony pewnym 
początkiem 0”, pewnym dodatnim kierunkiem i pewną jednostką 
miary O'J'. Przekształcenie nazywamy tdentycznem, jeżeli wszystkie 
trzy dane są w obu ukłądach tesame, 

Przekształceniami elementarnemi układów będziemy nazywali 
przekształcenia, w których zmieniamy tylko jednę daną nie zmie- 
niając innych dwóch danych. Mamy więc trzy przekształcenia ele- 
mentarne. 

Pierwszem przekształceniem elementarnem nazywamy prze- 
kształcenie, w którem początek O zastępujemy innym początkiem 0 
nie zmieniając dodatniego kierunku ani jednostki miary. Oznaczmy 
przez z i «' spółrzędne dowolnego punktu P prostej / w ukła- 
dach Ui U’. Aby znaleźć związek zachodzący pomiędzy tymi spół- 
rzędnymi, musimy znać położenie punktu O* względem punktu 0, 
a więc spółrzędną Kartezjusza punktu O! w układzie U. Oznaczmy 
przez 


AB, i ABA, 
wartości wektora AB w obu układach U i U” spółrzędnych. Nie- 
chaj « będzie spółrzędna punktu O” w układzie U 
a =00,. 
Mamy więc równość 
00, + UP,=OF,, 
a więc 
O'P, = z —«. 
Ale mamy 
OP=OP, 


, 
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albowiem jednostka miary jest w obu układach tasama i kierunek 
dodatni tensam. Otrzymujemy więc związek 


Ir =z—a (11) 


zachodzący między spółrzędnymi z, z’ punktu P w pierwszem prze- 
kształceniu. 

Drugie przekształcenie elementarne polega na tem, że jako 
nowy kierunek dodatni obieramy kierunek przeciwny kierunkowi 
dodatniemu układu U. Wartość wektora OP równa się w ukła- 
dzie U' ujemnej wartości tego wektora w układzie U, tj. mamy 
związek 
=—g (12) 


zachodzący pomiędzy spółrzędnymi punktu P w drugiem prze- 
kształceniu. 

Trzecie przekształcenie elementarne polega na tem, że zmie- 
niamy tylko jednostkę miary. Niechaj J’ będzie nowym punktem 
jednostkowym, a więc OJ’ nową jednostką miary. Niechaj m’ (AB) 
oznacza miarę odcinka AB w nowej jednostce miary. 

Otóż teorja mierzenia odcinków uczy, że jeżeli u jest miarą 
odcinka AB w jednostce miary CD, zaś v miarą odcinka CD 
w jednostce miary Kl, natenczas miara w' odcinka AB w jednostce 
miary E&F równa się pv 

p = py. (13) 

Stosując to do odcinka OP otrzymujemy związek następujący 

m (OP) = m(OP) m (CI). 
Wprowadzając oznaczenie 


y= m (OJ) 


i zważając, że wektor OP jest w obu układach tegosamego znaku 
mamy równość 


Up 2= v 0Z,, 


a więc mamy związek 
= (14) 


pomiędzy spółrzędnymi Kartezjusza punktu P w treeciem prze- 
kształceniu. 
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Oznaczmy przez y’ miarę nowej jednostki miary OJ” w dawnej 
jednostce miary OJ 
Um 0I. 
Mamy związek 
y= i 


, (15) 
otrzymujący się ze związku 
m (OP, = m(OP). m'40J) 


uważając jako punkt P nowy jednostkowy punkt J. 

Wzory (11) i (14) są słuszne w przypadku przekształcenia 
identycznego, jeżeli we wzorach tych położymy æ = 0 względnie 
vj 

Ze wzorów (11, (12) i (14) wyrazimy spółrzędną æ punktu P 
' przez spółrzędną x’ tegoż punktu. Otrzymujemy wzory 


z=vr + ad (11°) 
r e (12) 
c=vv. (14) 


Wyznaczymy teraz związki między wartością wektora AB 
w obu układach. Niechaj a, b będą spółrzędne punktów 4, B w ukła- 
dzie U, zaś a”, b spółrzędne w układzie U”. 

W pierwszem przekształceniu elementarnem mamy 


a=a=4 b ==b— g, 
' 


więc 

ba =b —a, 
a więc 

AB, = 4B,. (16) 
W drugiem przekształceniu elementarnem mamy 
a =—a b= — b, 

więc 

AB, = — AB.. (17) 


W trzeciem przekształceniu elementarnem mamy 
AN WEN, 
więc 
AB, =v AB.. (18) 
Uważajmy teraz takie przekształcenie układu Kartezjusza, 
w którem zmieniamy więcej aniżeli jednę daną. Przypuśćmy na- 
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samprzód, że zmieniamy tylko dwie dane danego układu. Aby otrzy- 
mać związek zachodzący pomiędzy spółrzędnymi z i x” punktu P 
postępujemy w sposób następujący. ' Wprowadzamy trzeci pomocni- 
czy układ spółrzędnych Kartezjusza U”, który otrzymujesię z układu 
spółrzędnych U przez zmianę tylko jednej z tych dwóch danych, 
które podlegają zmianie. Przytem tę daną obieramy dowolnie. Oznaczmy 
przez z” spółrzędne w układzie U”. Od układu U” przechodzimy na- 
stępnie do układu U” zmieniając drugą daną. Otrzymujemy w ten spo- 
sób zupełnie oznaczony wzór dający związek pomiędzy spółrzędnymi 
xig, zastępując we wzorze wyrażającym «* przez x” spółrzędną z” 
przez jej wyrażenie w spółrzędnej x. 
Nazywamy funkcją linjową zmiennej x wyrażenie 


W =ar- b, (19) 


w którem a i b są spółczynnikami funkcji. Uważamy drugą funkcję 
linjową 
©0507 (20) 


o zmiennej x”, a o spółczynnikach a',b'. Zastępując w tej funkcji x” 
przez wyrażenie (20) otrzymamy 


x” =a' (ax + b) 4b = a'ar 4H a'b -4 b, 
a więc nową funkcję linjową o spółczynnikach 
a = aaa bZad<-V. 
aa = ao br. (21) 
Funkcja x” nazywa się funkcją wypadkową obu funkcji (19) 


Stosując to do przekształceń układów Kartezjusza widzimy, że 
na spółrzędną z’ wyrażoną przez spółrzędną x otrzymujemy funkcję 
linjowa. Przytem spółezynnik przy æ w tej fuukeji jest od zera 
odmienny, albowiem równa on się iloczynowi spółczynników przy 
zmiennych w obu wzorach pomocniczych, ale wszystkie trzy spół- 
czynniki przy © we wzorach elementarnych (11). (12), (14) są od 
zera odmienne. 

Uważamy nareszcie przekształcenie układu spółrzędnych U, 
w którem zmieniamy wszystkie trzy dane. Posługujemy się dwoma 
układami pomoeniczymi U” i U”. Przechodzimy od układu U do 
do układu U” zmieniając tylko jedną dowolną daną układu U. Na- 
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stępnie zmieniamy drugą daną, przechodząc od U” do układu U””. 
Wreszcie zmieniamy trzecią daną, otrzymując nowy układ U". 

Aby otrzymać wyrażenie na spółrzędną x' punktu P w spół- 
rzędnej v tegoż punktu, wyrażamy æ’ przez z”, æ“ przez x”, na- 
reszcie c” przez z. Z tego eo powiedzieliśmy wynika, że wzór ten 
jest zawsze postaci 


PRETE (22) 


przytem liezba a jest od zera odmienna, a mianowicie jest teraz 
ujemna. 

Mamy zatem na każde przekształcenie układu spółrzędnych 
wzór (22), w którym to wzorze a jest od zera odmienne i doda- 
tnie, jeżeli nie zmieniamy osi, ujemne jeżeli oś zmieniamy. 

Dla danego przekształcenia układu wzór (22) jest oznaczony 
w zupełności t. j. nie zależy od obioru układów pomocniczych. 
Gdyby bowiem prócz wzoru (22) zachodził jeszcze wzór 


<> = 


mielibyśmy odejmując stronami 
(a—a) r+b—6b=0 
dla wszystkich x, a więc stąd otrzymujemy 
| a= a, b=b. 


Możemy rezultaty te zawrzeć w następującem twierdzeniu: 

Twierdzenie 4: „Spółrzędna z’ w układzie przekształco- 
nym jest funkcją linjową spółrzędnej x układu pierwotnego w zu- 
pelności określoną“. 

Uważajmy znów wzór (22) zakładając, że we wzorze tym 
liczby a ib są to liczby dowolne dane z tem tylko ograniczeniem, 
że a jest od zera odmienne. Twierdzimy, że istnieje jeden jedyny 
układ U” taki że z’ wyraża się wzorem (22) przez z. 


Okażemy nasamprzód, że istnieje najwyżej jeden taki układ. 
Gdyby bowiem istniały dwa układy U'i TA natenczas oznaczając 
spółrzędne w tych układach przez x’ i x mielibysmy 
a =ar-b, T =ar- b, 

u więc 


r=. 
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Zatem układy te mają ten sam początek, tę samą jednostkę 
miary i ten sam dodatni kierunek, czyli że są identyczne, 

Przypuśćmy teraz nasamprzód, że liczba a jest dodatnia, i wpro- 
wadźmy układ pomocniczy U”, którego początkiem jest początek O 
układu U i który ma ten sam dodatni kierunek, ale w którym mie- 
rzymy odcinki nową jednostką miary OJ” tak obraną, że miarą 
dawnej jednostki miary OJ w nowej jednostce OJ” jest liczba a. 

Mamy 

M E= 0, 

Wprowadźmy następnie nowy układ U” pierwszem przekształ- 
ceniem elementarnem z układu U”, przyjmując jako początek O' 
punkt, który ma w układzie U” spółrzędną — b. Mamy więe 


w =x" --b, 


a stąd otrzymujemy wzór (22). 
Przypuśćmy teraz, że mamy nierówność a < 0. W układzie 
pomocniczym U” spółrzędna x” wyraża się przez æ wzorem 


W = — T. 


Mamy zatem wzór 


© = — ax" -|-b. 

Ale —a jest liczbą dodatnią, więc na podstawie tego cośmy 
dopiero co udowodnili możemy przejść od układu U” do takiego 
układu U”, dla którego zachodzi wzór powyższy. Zatem pomiędzy 
spółrzędną «' w układzie U’ a spółrzędną x w układzie U zachodzi 
wzór (22). 

Możemy więc wypowiedzieć: 

Twierdzenie 5: „Do każdego wzoru (22), w którym spół- 
czynnik przy s jest od zera odmienny, należy jeden i tylko jeden 
układ U', którego spółrzędna z’ wyraża się Si wzorem przez spół- 
rzędną z układu D*. 


5. Spółrzędne Móbius'a na linji prostej. 


Uważajmy na prostej / układ Kartezjusza U. Obierzmy dwa 
dowolne od siebie odmienne punkty A i B o spółrzędnych a i b. 
Uważajmy dalej dowolny zmienny od punktu B odmienny punkt P 
o spółrzędnej x. Oznaczając przez A stosunek wartości wektorów 
AP i BP mamy 
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BP | 
Otrzymamy więc wzór 
a=, (24) 
z—b 


który dla każdej wartości na x od b odmiennej daje zupełnie ozna- 
czoną wartość na A. 
Ze wzoru (24) możemy wyrazić z w zależności od A. Mamy 


à (x — b) = xz — a 
r(4—1)=bh—a, 


a więc zakładając, że à nie równa się jedności otrzymujemy na c 
wzór następujący 


a. (25) 


a 


Każdej od 1 odmiennej wartości na à odpowiada wzorem (25) 
oznaczona cd b odmienna wartość na x, która wstawiona we wzór 
daje na A ową daną wartość. Naodwrót wartość na A odpowiada- 
jąca dowolnej liczbie x +b jest od 1 odmienna i wstawiona we 
wzór (25) daje właśnie tę liczbę. 

Liczbę A określoną wzorem (24) nazywa się spółrzedną Mō- 
biusa!) punktu P w układzie U Kartezjusza. Spółrzędna ta jest 
w zupełności określona, jeżeli prócz układu U dane są na prostej l 
dwa od siebie odmienne punkty A i B, punkty fundamentalne układu 
spółrzędnych Móbius'a. Wektor AB, którego początkiem jest pierw- 
szy punkt fundamentalny, a końcem drugi punkt fundamentalny na- 
zywa się wektorem fundamentalnym. 

Okażemy teraz, że spółrzędna Móbius'a A danego punktu P 
nie zależy od obioru układu Kartezjusza. Przekształómy układ U na 
układ U” i niechaj między spółrzędnymi œ i æ punktu P w tych 
ukłądach zachodzi związek 


w = axs + B. 


Stąd otrzymamy, oznaczające przez a'i b” spółrzędne Kartezju- 
sza punktów fundamentalnych A i B w układzie U 


a =aa+-f, V=ab+-$, 


1) Spółrzędne te wprowadził Móbius w dziele „Der barycentrische Cal- 
cul* w r. 1827. 
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a więc 
4 "Ri z—a 
JEZYK" aE. 
Dochodzimy zatem do wzoru 
A ZA (26) 


który wyraża nasze twierdzenie 


Naodwrót do danego X należy oznaczony punkt P niszależnie 
od układu Kartezjusza. W istocie mamy 
a —WhA_ aa--5—(ab--8)h a —bk ,. 
I=r= RAT lu ETU. 
a więc 
z =ar -+ Ê. 
Mamy zatem następujące 
Twierdzenie 6: „Przy danych punktach fundamentalnych 
należy do danego punktu P oznaczona spółrzędna Möbiusa nieza- 
leżnie od obioru układu Kartezjuszą i naodwrót do danej spółrzę- 
dnej Möbiusa należy oznaczony punkt niezależnie od obioru układu 
Kartezjusza”. 
Możemy więc mówić o układzie Mobius'a na prostej. 
Mierząc wektory AP i BP jednostką miary AB mamy 


AC = } BÖ =) (4C — AB) 


= = A 
AP E (27) 

a) Make * l F 
G u rzy da A 


Punkt P może względem punktów A i B zajmować jedno 
z pięciu położeń następujących 

1. P leży na tem ramieniu linji prostej, którego początkiem 
jest B i na którem nie leży 4, i jest odmienny od B 

2. P leży na tem ramieniu linji prostej, którego początkiem 
jest A 1 na którem nie leży B, i jest odmienny od 4. 

3. P leży pomiędzy A i B. 

4. P schodzi się z 4. 

5. P schodzi się z B. 

W przypadku 1. spółrzędna A spełnia widocznie nierówność 


JZAĘ 
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_ albowiem wartości wektorów AP i BP są liczbami tegosamego znaku 
a miary ich spełniają nierówność 
| m (AP) > m (BP). 
W przypadku 2. dochodzimy w tensam sposób do nierówności 
LANAN 
W przypadku 3. wartości wektorów AP i BP są liczbami 
o przeciwnych znakach, a więc A spełnia nierówność 
| A<OD. 
W przypadku 4. mamy widocznie 
Wez. 
Nareszcie przypadkowi 5. nie odpowiada żadna wartość na A. 
Uważajmy teraz dwa punkty P,, P, oba odmienne od punktu 
B o spółrzędnych Kartezjusza æ, x, i o spółrzędnych Móbius'a 1,, Aş- 
Mamy 


a— ba, _ a=bh 
i poz ŻORA 
a więc 
a—bhy a—bh 
"SE PACEE 
=_(8—63)(1 — 4) — (a — 62) —4)__(6—2) (4—4) 
1—4)(1—%) _10—%)0—4) 
Mamy więc. wzór 
| wozu % p" —— 
Babą = —— MIA 28 
| " T KĘ 


6. Stosunki podwójnego podziału czterech punktów na linji 
prostej. 

Uważajmy cztery punkty od siebie odmienne 4, B, ©. D na 
prostej l. Przyjmijmy pierwsze dwa punkty A, B jako punkty fun- 
damentalne układu spółrzędnych Móbius'a na tej prostej i oznaczmy 
przez A,, A, spółrzędne Móbius'a punktów C i D. Uważajmy sto- 
sunek 


Xe 
p 
Mamy X 
44 AC 4D 
Ske 29 
kn BC BD (29 
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Wyrażenie figurujące z prawej strony wzoru tego nazywa się 
stosunkiem podwójnego podziału !) czterech punktów 4, B, ©, D albo 
stosunkiem anharmonicznym (rapport anharmonique). 

Oznaczmy je symbolem (4 BCD) 


dnéDj= 20: 22 (30) 


Oznaczmy przez a, b, c, d spółrzędne Kartezjusza punktów 
A, B, ©, D. Wstawiając w prawą stronę wzoru (30) wyrażenia na 
wartości wektorów w spółrzędnych Kartezjusza otrzymujemy wzór 


1/5 ca da 
(A BCD) =—d=t 


(31) 

Z czterech liter A, B, C, D możemy utworzyć 4! = 24 per- 
mutacyj, którym to permutacjom odpowiada tyleż permutacyj czterech 
punktów oznaczonych tymi literami. Niechaj LMN.P. będzie pewną 
dowolną z tych permutacyj. Mamy 


A N s 4 
WANKaZ EZ: (32) 
MN MP 


Otrzymujemy więc 24 stosunków podwójnego podziału, które 
oznaczymy w dowolnym porządku przez 5,,5,...5;,. Stosunki te 
zależą od czterech liczb a, b, c, d, a więc należy się spodziewać, 
że pomiędzy niemi istnieją pewne związki niezależne od a, b, c, d. 

Łatwo odrazu podać pewne permutacje LMNP dla których 
(LMNP) w prosty sposób wyraża się przez (ABCD). który to 
stosunek oznaczymy przez s. Przestawiając A z B otrzymamy sto- 
sunek (BACD), w którym poprzednik i następnik są odwrotno- 
ściami poprzednika i następnika dla (ABCD). Mamy więc 


1 1 


BA0DD=———=—. 38 
) (ABCD) s (38) 
1) Pojęcie to występuje już w dziele Pappus'a III wiek po Chr.) 
AC. BD 
„Zwaywyń paðnuauxý“ w postaci EC AD" Nazwa „stosunek podwójnego po- 


działu* „Doppelschnittverhaltnis* pochodzi od Móbiusa, a „stosunku anharmo- 
nicznego“ od Chasles'a: „Aperçu historique sur l'origine et le dećveloppement 
des méthodes en géométrie“ 1837. Wzór (31) pochodzi od Móbius'a. Angielska 
nazwa jest cross ratio. 
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Przestawmy dalej litery Ć z D. Otrzymamy 
ON EBI 
"RABCD si 
Stąd wynika, że przestawiając równocześnie A z Bi Cz D otrzy- 
mamy permutację BADC, dla której zachodzi związek 
(BADO) = (ABCD) = s. (35) 
Przestawmy teraz litery A z C i B z D, tj. przemieńmy ze 


sobą pary punktów 4, Bi C, D. Otrzymamy permutację CDA B 
dla której mamy 


(ABDC) (34) 


a—ch--c c—ac—b _c=ad—a 


Cza" 6 did EG G- 67.0 MMC A 


Dochodzimy zatem do wzoru 


(©DAB)=(ABCD) =s. (36) 
Stąd wynikają następujące wzory 
(HEEE l 
(DCA B) — (ABCD) PY (37) 
MRRA — — at 
(l LBA) = ABGD) = pe + (38) 
(DOBA)=(ABCD) =s. (39) 


Wzory (33—39) dają nam wartości siedmiu stosunków po- 
dwójnego podziała wyrażone przez wartość s stosunku (ABCD), 
a mianowicie stogunków, odpowiadających tym permutacjom, w któ- 
rych każda z dwóch par liter A, B i C, D zajmuje jednę z dwóch 
par miejsc 1 2 lub 3, 4. 

Otrzymany rezultat zawrzemy w twierdzeniu 

Twierdzenie 7: „Stosunek podwójnego podziału czterech 
punktów ABCD nie zmieni się, jeżeli przestawimy litery A z B 
i Cz D, albo parę AB odpowiednio z parą CD, albo też równo- 
cześnie przestawimy pary liter 4B, CD i litery w każdej parze. 

Stosunek podwójnego podziału równa się odwrotności sto- 
sunku (4 BCD) jeżeli przestawimy A z B, albo © z D, albo prze 
stawimy pary AB i CD i nadto przestawimy litery jednej i tylko 
jednej z tych par“. 

Uważajmy teraz dowolną permutację LMNP. Z tego co po- 
wiedzieliśmy wynika. że przez odpowiedne przestawianie liter mo- 


-ieornetrja analityczna na płaszczyznie. 2 
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żemy otrzymać taką permutację A(/RS, w której A figuruje na 
pierwszem miejscu i której odpowiada stosunek podwójnego po- 
działu równy stosunkowi (LMNP) 


(4 QRS) =(LMNP). (40) 


Naodwrót do dowolnej permutacji A Q R S, której pierwszą literą 
jest A można znaleźć taką permutację ŁMNP, której pierwszą literą 
jest dowolna z liter B, C, D i taką że zachodzi równość (40). 

Rezultat ten możemy zawrzeć w twierdzeniu 

Twierdzenie 8: „Możemy wszystkie permutacje podzielić 
na 4 grupy (4). (B), (C), (D) różniące się-początkową literą i za- 
wierające po 6 permutacyj. Każdej z tych grup odpowiada tych 
samych 6 stosunków podwójnego podziału“. 

Uważajmy teraz dowolną permutację ŁMNP. Nazwijmy od- 
powiednio pierwszem, drugiem i trzeciem przestawieniem przesta- 
wienie liter odpowiednio 1-szej z 2-gą, 2-giej z 3-cią i 3-ciej z 4-tą 
i oznaczmy te operacje odpowiednio przez 0,, 0%, 0;. Przestawienia 
0, i 0, przeprowadzają daną permutację w takie permutacje, któ- 
rym odpowiadające stosunki podwójnego podziału równają się od- 
wrotności stosunku należącego do danej permutacji. 

Uważajmy teraz O, i np. permutację ABCD. Mamy 
ba d—a__ (b—a)(d— c) 
b—cd—c  (b—e)(d — a)” 

(b — a) (d — c)= bd — ad — be + ac = (b — c) (d — a) ++ (c— a) (d—b), 


(4CBD) = 


a więc mamy 
(4 CBD) =1 —(ABCD). 
Uważajmy grupę (4) permutacyj 
ABCD, ACBD, ABDC, ACDB, ADBC, ADCB. (41) 


Otrzymujemy z pierwszej permutacji 5 dalszych permutacyj 
wykonywając odpowiednio następujące operacje 

04, 03, 0; 0;, 0,04, 0; 0, Oz. (42) 

Ostatnią permutację możemy też otrzymać przez wykonanie 


operacyj kolejno 0, O; 0,. Przytem porządek operacyj jest od lewej 
do prawej. 
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Oznaczając przez s stosunek podwójnego podziału (A BCD), 
otrzymamy następujące wyrażenia stosunków podwójnego podziału 
należących do permutacyj (41) 


| (43) 


4, 1—3, i “y 


Dochodzimy więc do następującego twierdzenia 

Twierdzenie 9: „Oznaczając przez s stosunek podwójnego 
podziału należący do dowolnie obranej permutacji (LMNP) otrzy- 
mamy na stosunek podwójnego podziału należący do dowolnej per- 
mitacji jedno z wyrażeń ciągu (43). A mianowicie sześciu permu- 
tacjom każdej z 4 grup odpowiada 6 wartości stosunków podwójnego 
podziału tworzących ciąg (43)“. 

W wyrazeniach (43) figurują w mianownikach liczby si s — 1. 
Liczby te są zawsze od zera odmienne, jeżeli 4 punkty 4, B, (, D 
są od siebie odmienne, albowiem wszystkie różnice figurujące 
w wzorze (31) są od zera odmienne, a nie może być 


ES pen d—a 
ARE E 
inaczej mielibyśmy 
(c — a) (d — 4) = (c — b) (d — a) 
— ad — bę = — bd — a, 
więc 
(b — a) (d — c) = b, 


co nie zachodzi. 


7. Własności stosunków podwójnego podziału czterech 
punktów. 


Wyrażenia (43) sześciu stosunków podwójnego podziału są 
wszystkie od siebie odmienne, tj. żadne dwa nie dają się w siebie 
przekształcić. W istocie, okażemy że tylko dla pewnych szezegól- 
nych wartości na s, dwa stosunki podwójnego podziału (48) mogą 
mieć tesame wartości. Możemy założyć, że jeden z tych stosun- 
ków jest s. 

2* 
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A więc mamy spełnioną przynajmniej jednę z następujących 
5 równości 


s==]l—s czyli "=z. 


s = > czyli s=+1, 

s= pz. czyli 83 — s -- 1] =0, (44) 
= czyli s*—s-- | =(0, 

= 1 czyli s==2. 


Pierwiastki równania drugiego stopnia na s 
st—s+-1=0 (45) 
są to liczby zespolone 


1 | y— 


A więc otrzymujemy trzy i tylko trzy wartości rzeczywiste 
na s, które spełniają warunek naszego zagadnienia 


—12 (46) 


Ale wśród wartości na stosunki podwójnego podziału czterech 
dowolnych byleby od siebie odmiennych punktów istnieją zawsze 
zarówno liczby dodatnie jak ujemne. W istocie mamy 


s|-(l—s)= l, 
a więc zawsze przynajmniej jeden stosunek podwójnego podziału 


jest dodatni. A ponieważ mamy 


a) 
STUĘ Jo e 


więc zawsze przynajmuiej jeden stosunek podwójnego podziału jest 
ujemny. Mamy dalej 


1 
Da Re 


a więc zawsze przynajmniej jeden stosunek podwójnego podziału 
zawarty jest między O a 1 i przynajmniej jeden jest większy niż l. 


www.rcin.org.pl 


21 

Jeżeli więc dwa stosunki podwójnego podziału mają wartości 
sobie równe, natenczas wśród sześciu wartości stosunków zachodzą 
się zawsze równocześnie „wszystkie 3 liczby — 1,4,2. Zatem trzy 
przypadki (46) nie są istotnie różne od siebie, leez różnią się obio- 
rem tego stosunku, którego wartość oznaczamy przez s. 

Czwórkę punktów posiadających omawianą własność nazywamy 
czwórką harmoniczną (division harmonique), a stosunki podwójnego 
podziału stosunkami harmonicznymi (rapport harmonique). Przez tę 
nazwę rozumie się jednak zwykle przypadek gdy mamy 


(ABCD) =—1. 


Możemy więc wypowiedzieć twierdzenie 

Twierdzenie 10: „Dwa stosunki podwójnego podziału ciągu 
(43) są sobie równe tylko dla czwórek harmonicznych punktów 
i mają wówczas wartości —1,4 i 1“. 

W przypadku gdy stosunek podwójnego podziału jest ujemny, 
liczby X, i àp mają znaki przeciwne. A więc jeden z punktów C, D 
leży wewnątrz odcinka AB, a drugi zewnątrz tego odcinka, Ale 
wówczas też jeden z punktów A, B leży wewnątrz odcinka CD, 
a drugi zewnątrz tego odcinka, co zresztą wynika drogą rachunku 
z tego, że wartość stosunku podwójnego podziału się nie zmieni, 
jeżeli przemienimy ze sobą pary punktów AB i CD. Mówimy. że 
pary te krzyżują się, a punkty każdej pary nazywamy sprzężonemi 
ze sobą (points conjugues). W przypadku czwórki harmonieznej mó- 
wimy, że para punktów CD dzieli harmonicznie odcinek AB i ua- 
odwrót. Mamy wówczas 


c—a  d=a 


€ td og 0, 
{è — a) (d — b) + (c — b) (d — a) = 0, 
2 lab + cd) — (a -- b) (e Ea d) = 0. (48) 


Uważajmy trzy od siebie odmienne punkty 4, B,C i dowoluą 
liczbę s od zera odmienną. Istnieje zupełnie oznaczony punkt D 
taki, że mamy (ABCD) =s. 

W istocie mamy 

“g 


ho aż s 
LJ 


a więc X, jest liczbą zupełnie oznaczoną. Zatem gdy s nie równa 
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się u= istnieje zupełnie oznaczony punkt, D. dla którego 


mamy (ABCD) = s. Punkt ten schodzi się z punktem C, jeżeli 
mamy s=l. 


3. Przekształcenie punktów na linji prostej. 


Fig. 2. 


Przekształceniem lub transformacją punktów na linji prostej na- 
zywamy następującą operację. Uważajmy układ U Kartezjusza na 
prostej / i dowolny punkt P spółrzędnej z. Przyporządkowujemy 
temu punktowi pewien oznaczony punkt P’ tej prostej, którego spół- 
rzędna w tym samym układzie spółrzędnych niechaj będzie r. Punkt 
P’ nazywa się przekształconym lub transformowanym punktu P. 

Wyobraźmy sobie, że mamy dwie linje proste ¿ i ľ położone 
jedna na drugiej. Punkty prostej / są nieruchome, natomiast punkty 
prostej č są ruchome i mogą poruszać się wzdłuż prostej nierucho- 
mej l. Przekształcenie punktów prostej / możemy uzmysłowić sobie 
w ten sposób, że punkt prostej /', który schodzi się z punktem P 
prostej / przesuwamy wzdłuż /, aż zejdzie się z punktem P prostej /. 

Będziemy uważali następujące trzy przekształcenia elementarne 
prostej l: 

Pierwsze przekształcenie elementarne polegać będzie na tem, 
że początkowi O układu spółrzędnych na prostej £ przyporządko 
wujemy punkt Oʻ, którego spółrzędna równa się dowolnie danej 
liczbie a 


00! =a«. 


Dowolnemu punktowi P prostej / przyporządkowujemy punkt P 
taki, że wektory GP i O'P' mają równe wartości 


OP =OP. 
Ponieważ mamy 


00' + OP = OP, 
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więc pomiędzy spółrzędnymi x,x' punktów P,P’ mamy związek 
pastępujący 


t =t- a. 


Widoczna że przekształcenie prostej / polega na tem, że punkty 
prostej /* przesuwają się o jeden i tensam wektor, albowiem war- 
tość PP” równa się stałej liczbie a. 

Uważajmy dwa punkty 4, B prostej ¿. Punktom tym niechaj 
odpowiadają punkty 4', B'. Mamy pomiędzy spółrzędnymi tych punk- 
tów związki 

a =a--a, b =b-—a, 
a więc 
b—a =b—a. 


Zatem mamy 
ATR = AB. 


Dla dowolnego punktu C i jego punktu przekształconego ©’ 
mamy 


AC=AĆ B'O = BO, 


więc punkt C' leży na odcinku A'P', jeżeli C leży na odcinku AB 
i żaden punkt nie leżący na AB nie przechodzi w punkt odcinka 
A'B'. 

Przekształcenie prostej /' polega więc na tem, że tę prostą 
przesuwamy o długość «, przyczem prosta ta jest uważana jako 
ciało sztywne. Dlatego przekształcenie to nazywa się przesunięciem 
albo translacja. 

Drugie przekształcenie elementarne polegać będzie na tem, że 
początek O przechodzi w siebie t. j}. punkt O” schodzi się z punk- 
tem O, zaś punktowi dowolnemu P przyporządkowujemy punkt P” 
taki, że wektory OP i O'P’ mają wartości różniące się tylko zna- 
kiem. Pomiędzy spółrzędnymi x, x’ punktów P,P’ mamy zatem 
wzór 


cZEz (50) 


Punktom 4. B odpowiadają punkty A’, B' o spółrzędnych speł- 
niających warunki 
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Mamy więc równość 
AB = — AB. 

Przekształcenie prostej / polega więc na tem. że każdy punkt 
prostej } przechodzi w punkt równo oddalony od punktu O, ale 
położony z przeciwnej strony tego punktu. W przekształceniu tem 
liczby AB i AB są sobie równe co do wartości bezwzględnej, ale 
przeciwnych znaków. Punkt C położony na odcinku AB przecho- 
dzi w punkt C’ położony na odcinku A'B', albowiem wartości A'(” 
i BC równają się odpowiednio ujemnym wartościom AC i BO 
i tylko punkty położone na odcinku AB przechodzą w punkty 
odcinka A'B’. Przekształcenie to nazywamy obrotem albo rotacją, 
albowiem punkty prostej / przechodzą w nowe położenie przez 
obrot na płaszczyźnie tej prostej dookoła punktu O o kąt 1800. 

Trzecie przekształcenie elementarne polega na tem, że począ- 
tek O pozostaje znów niezmieniony, a dowolnemu punktowi P przy- 
porządkujemy taki punkt P’, że pomiędzy wartościami OP i OP” 
zachodzi związek 

UP =v. OP 
gdzie v jest to dowolnie obrana dodatnia liczba. A więc mamy 
związek 
ESY 
pomiędzy spółrzędnymi z i æ punktów Pi P”. 
Dwom punktom 4, B o spółrzędnych a,b odpowiadają dwa 
punkty A',B' o spółrzędnych a',b” tak, że zachodzą związki 
a =va, b =vb. 
Mamy więe 
b —a =v (b — 0). 

Stosunek wartości A'B’ i AB równa się więc stałej dodatniej 
liczbie v. Punkty C odcinka AL przechodzą znów w punkty C’ 
odcinka 4'B' i tylko punkty odcinka AB przechodzą w punkty 
odcinka Ą'B'. Widocznie, że przekształcenie prostej /” jest rozsze- 
rzeniem jednorodnem tej prostej w przypadku gdy v jest większe 
niż 1, zaś skurczeniem jednorodnem tej prostej w przypadku gdy v 
jest mniejsze niż 1, przyczem punkt prostej } schodzącej się z punk- 
tem O jest nieruchomy. W przypadku y= 1 mamy przekształ- 
cenie tożsamościowe, w którem wszystkie punkty prostej Į prze- 
chodzą same w siebie. 
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Przekształcenie to nazywamy zależnie od wartości liczby v 
rozszerzeniem albo dylatacją lub skurczeniem albo kompresją. 

Ze wzorów (49). (50), (51), otrzymujemy spółrzędną v wyra- 
żoną przez x“ w postaci następującej 


c= y — g, (52) 
r= — q (53) 
g= g zł (54) 


Uważajmy teraz następujące przekształcenie. Niechaj punkt 
prostej ruchowej /” schodzący się pierwotnie z punktem O prostej 
nieruchomej / przejdzie w punkt schodzący się z punktem O' pro- 
stej l. Dowolnemu punktowi P prostej / niechaj odpowiada punkt P” 
taki że stosunek miar odcinków OP i O'P’ równa się danej stałej 
liczbie v. Wreszcie niechaj wektory OP i O'P' będą albo stale, 
tegosamego znaku, albo stale znaków przeciwnych. Łatwo zauważyć, 
że przekształcenie to można uzyskać, wykonywując po kolei prze- 
kształcenia, z których każde jest jednem z trzech przekształceń 
Pelementarnych A mianowicie, gdy kierunki wektorów OP i O'P’ 
są zgodne wykonywamy po kolei dwa przekształcenia, pierwsze 
i trzecie, gdy zaś te kierunki są sobie przeciwne wykonywamy 
po kolei trzy przekształcenia, pierwsze, drugie i trzecie, Przekształ- 
cenia te możemy wykonać w dowolnym porządku. Z twierdzenia 
o wypadkowej funkcji składania dwóch funkcyj linjowych wynika, 
że otrzymamy na x wzór kształtu 


z =ar + b, (55) 


w którym to wzorze u jest liczba od zera odmienna, i jest do- 
datnia, jeżeli nie wykonywamy drugiego przekształcenia, a ujemna 
w przypadku przeciwnym. 

Punkt # nie zależy od porządku, w jakim wykonywamy 
przekształcenia, a wzór (50) jest w zupełności określony. W istocie 
jeżeli mamy dla innego porządku przekształceń 


z =axc--b, 


natenczas dla x =(0 mamy x” =x, więc b=b, a na UP mamy 


wzory ax i ax, więc a =a. 
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Mamy więc 

Twierdzenie 11: „Przekształcenie wypadkowe prostej nie 
zależy od porządku w jakim wykonywamy przekształcenia elemen- 
tarne i mamy na nie zupełnie oznaczony wzór (55)*. 

Przypuśćmy naodwrót, że dany nam jest wzór (55) w którym 
a ib są to dwie dowolne liczby, ale a jest od zera odmienna, 
Okażemy, że istnieje jedno i tylko jedno przekształcenie prostej l, 
przyporządkujące punktowi P o spółrzędnej x punkt / o spół- 
rzędnej s’, dauej wzorem (55). 

W istocie punktowi O odpowiada punkt O' taki że 


00 = b. 
Mamy 
TP =z — b =ar, 
a więc 


Y =a OP. 


Zatem stosunki liczb OP i O'I” są równe stałej liczbie, którą jest 
bezwzględna wartość liczby a. Jeżeli liczba a jest dodatnia, kie- 
runki wektorów OP i O'P' są zgodne, w przeciwnym razie sąt 
sobie przeciwne. A więe przekształcenie linji prostej / jest przez 
wzór (50) w zupełności wyznaczone. 

Aby otrzymać to przekształcenie wykonywując przekształcenia 
należące do poprzednich trzech przekształceń elementarnych postę- 
pujemy w sposób następujący. Jeżeli liczba a jest dodatnia, wpro- 
wadzamy przekształcenie elementarne pomocnicze określone wzorem 

y” saw, 
a następnie drugie przekształcenie elementarne pomocnicze okre- 
ślone wzorem 


© = a +4-b. 


Możemy też naodwrót przekształcić nasamprzód prostą } prze- 
kształceniem elementarnem pomoeniczem 


$ 
t =at 


a następnie drugiem przekształceniem elementarnem pomocniczem 


g= ezi 
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Jeżeli a jest liczbą ujemną uważamy trzy przekształcenia ele- 
mentarne pomocnicze, jako które możemy obrać przekształcenia 
określone wzorami 


x '—ar 
w ==". 
r — z” sa | $ 


Rezultaty te zawrzemy w twierdzeniu: 

Twierdzenie 12: „Do każdego wzoru (55), w którym a 
jest liczba od zera odmienna należy zupełnie oznaczone przekształ- 
cenie prostej /, dla którego na spółrzędną punktu przekształconego 
mamy wzór (55)“ 


Cwiczenia. 
1. Dane są 4 punkty 4. B, C, D na osi. Okazać związek Euler'a 
48 1004.50. AD + TA TEDE EO] (1) 
2. Udowodnić związek Simpson-Stewart 
AD*.B0+ BD+. CA + CDR. AB- AB.BC.GA=0. (2) 


3. Okazać, że jeżeli przez A oznaczymy stosunek wartości wek- 


AB : j zał: 
torów — należących do trzech danych na osi odmiennych od siebie 
AC 


punktów, natenczas pozostałych 5 stosunków wartości dwóch wektorów 
współpoczątkowych wyraża się wzorami 
I A—1 1 3 À 


> 1—2: Í m : 3) 
1 k 4 "ATA 4 4—1 (3) 


4. Uważamy przekształcenie układu Kartezjusza dane wzorem 
T = af +b, (+) 


Zbadać punkty posiadające w obu ukladach U. U” tesame spółrzędne. 
5. Uważamy dwa przekształcenia układu Kartezjusza U dane wzo- 

rami (4) i 
x =at h. (5) 


Zbadać, kiedy niezależnie od porządku w jakim wykonujemy po sobie 
te dwa przekształcenia, otrzymamy tosamo przekształcenie wypadkowe. 

6. Środkiem odległości Eg (centre des distances pro- 
portionnelles) n punktów 4,. i = 1,2,...n na osi dla n danych liczb 


a, i=1...n, których suma Za, jest od zera odmienna nazywa się 


1=] 
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punkt A, którego spółrzędna a wyraża się przez spółrzędne a,, i = 1...” 
punktów 4, wzorem 
PER Y 
i=? 
2a 


(6) 


Okazać: 

1) Punkt A nie zależy od obioru układu Kartezjusza na prostej. 

2) Gdy liczby ©, są wszystkie dodatnie i nie wszystkie 4, zlewają 
się ze sobą, punkt A leży wewnątrz odeinka 4,4,, na którym leżą 
wszystkie punkty 4,. 

3) Gdy Ha, > 0 wyrażenie 


Za, AP 
ma wartość najmniejszą. gdy P jest środkiem 4. 


7. Uważajmy 3 punkty 4, B, C na osi. Wektorem średnim arytme- 
tycznym wektorów AB, AC, nazywamy wektor AM dla którego 


E Wd (7) 


Wektorami średnimi geometrycznymi wektorów AB. AC nazywamy 
wektory AG, dla których 


PTA py Bv c (8) 


przyczem AB i AC nie są znaków przeciwnych. 
Wektorem średnim harmonicznym wektorów AB, AC nazywamy 
wektor AH dla którego 
z a H T =) (9) 
AH NVAB AC 
Okazać: 
1) Wektory średnie arytmetyczny i harmoniczny nie zależą od 
obioru układu Kartezjusza na prostej. 
2) Wektory średnie geometryczne nie zmieniają się gdy we wzo- 
rze (22) na przekształcenie układów mamy a >> 0, zaś przechodzą w siebie, 
dodatni w ujemny i naodwrót, gdy mamy a — 0. 


8. Wyprowadzić ze związku Eulera związki zachodzące pomiędzy 
stosunkami podwójnego podziału 4 punktów. 

9. Wiedząc, że w skali Fahrenheita punkt topnienia lodu ma 
temperaturę 32, a punkt parowania wody temperatnrę 212, znaleźć 
związki między temperaturą w tej skali a w skalach Reaumur'a i Qelzjnsza. 

10. Pomiędzy wektoram AM, AH i AG mamy związek 


IM. AA = AR. (10) 
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11. Stosunek podwójnego podziału (BCAH) jest harmoniczny 


(BCAH) = — 1. (11) 
12. Mamy związek 
— zm m m ;03 
AM, HM = BM? = CM: = a : (12) 
13. Mamy związek 
WMA HR. H+ MI. AB. AC = 0. (18) 
14. Jeżeli M i M” połowią odcinki AB i CD, gdzie (ABCD) = — 1, 
mamy 
AG AM l 
= | l. (14) 
BC BW 
BG = 2 BM. MD. (15) 
MM! = AM? 4- CM". (16) 


15. Dane są na osi z 4 punkty P,, Pa, Pa, P, © spółrzędnych 
Móbiusa X, , Ae, Àg, Aa- Wyrazić stosunek podwójnego podziału (P, PP; b): 
przez te spółrzędne. 

16. Uważamy dwa przekształeenia układów spółrzędnych Kartezjusza, 
układu Uw U'iU'w U”. Na oba te przekształcenia mamy łensam wzór 


r —ax +b, (+) 


Kiedy układy U i U” są identvczne? 

17. Dane są dwa wektory AB, CD. Znaleźć punkt © na osi © 
taki że mamy 
SA. SB = SC.5D (17) 
18. Dla punktn S spełniającego (17) mamy 
— — %6.4b.56.56D | 
SA.SB = — mana (18) 
(AC + BD) 


19. Dane są 7 punktów na osi z 4, B, CD, E, 4, G. (Oznaż 
czając przez 8, e, Q, y stosunki podwójnego podziału 


(ABCD) = 8, (ABCE) = 1, (ABOF)=q, (ABCG) =Y, 


okazać że mamy 


(DEFG) = (Żegy). (19) 
Należy się oprzeć na wzorze oczywistym 


(ABCD)(ABDE) (ABEC) = 1. (20) 
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ROZDZIAŁ II. 


Układy spółrzędnych Kartezjusza na płaszczyznie. 


1. Pęki prostych i pęki promieni na płaszczyznie. 


Uważajmy dowolną płaszczyznę II i dowolny punkt O tej 
płaszczyzny. Zbiór prostych tej płaszczyzny przechodzących przez 
punkt O tworzy pęk prostych (faisceau de droites). którego wierz- 
chołkiem (centre) jest ten punkt. Punkt O dzieli każdą prostą na 
2 części, ramiona albo promienie (rayon) których jest początkiem. 
Zbiór tych promieni, tworzy pęk promieni. Na każdej prostej l pęku 
mamy dwa kierunki obiegu. Obrawszy jeden z tych dwóch kierun- 
ków możemy odróżnić od siebie oba ramiona w następujący sposób. 
Na jednem ramieniu punkty następują po sobie w ten sposób, że 
początek ( ramienia jest pierwszym punktem ramienia, a na dru- 
giem ramieniu następują one w ten sposób, że początek ten jest 
ostatnim punktem ramienia. 


2. Kąty dwóch ramion peku. 


Uważajmy znów pęk promieni o wierzchołku O, oznaczając go 
przez (0). Obierzmy dowo'ny odcinek właściwy AB jako jednostkę 
miary odcinków i uważajmy koło jednostkowe K, którego środkiem 
jest O a którego promień ma miarę równą obranej jednostce miary. 
Uważajmy dwa dowolne ramiona »,, rą pęku. Przecinają one koło 
w dwóch punktach A, B. Punkty te wyznaczą na kole K dwa łuki, 
spełniające się do obwodu koła, które oznaczamy przez AB, których 
wspólnymi końcami są te punkty. W przypadku, gdy się oba punkty 
zlewają mamy łuk niewłaściwy, którego jedynym punktem jest ten 
punkt i łuk pełny, do którego należą wszystkie punkty koła. W przy- 
padku punktów A i B od siebie odmiennych uważajmy dowolny 
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punkt C odmienny od obu tych punktów. Punkt ten wyznacza ten 
z obu łuków AB, na którym leży. Łuk ten oznaczymy przez ACB. 

Możemy mierzyć łuki obraną jednostką miary odcinków. Re- 
zultatem mierzenia jest liczba bezwzględna od zera odmienna, która 
nazywa się miarą łuku AB przy obranej jednostce i którą oznaczymy 
przez m(4B). Suma miar obu łuków spełniających się do obwodu 
koła równa się liczbie 2m. Jako miarę łuku niewłaściwego przyjmu- 
jemy liezbę 0, dlatego łuk taki nazywamy zerowym. 

Uważajmy teraz figurę utworzoną przez dwa ramiona », i rą. 
W przypadku gdy te ramiona są od siebie odmienne, figura ta 
określa nam dwa kąty na płaszczyznie, których wierzchołkiem jest 
punkt O, a ramionami ramiona r, i ry. Każdy z dwóch łnków AB 
' wyznaczą nam oznaczony z tych dwóch kątów. Jeżeli przez r, 
oznaczymy ramię pęku przechodzące przez punkt C, natenczas kąt 
odpowiadający łukowi ACB wyznacza nam trójka ramion 7 73 ry. 
W przypadku, gdy ramiona r, i r, schodzą się ze sobą określają 
one dwa kąty, mianowicie kąt odpowiadający łukowi zerowemu, 
„ kąt niewłaściwy albo zerowy i kąt pełny. odpowiadający łukowi 
pełnemu czyli obwodowi koła. 

Kąt ramion r; i r, oznaczamy przez 4 (r,. ry). Wprowadzimy 
teraz, pojęcie miary kąta. Rozumiemy przez to liczbę równą mierze 
łuku należącego do tego kąta. Miarę oznaczymy też przez % (r,, rą). 
Suma miar obu kątów = (r,,r,) jest 27. Kąty zerowy i pełny mają 
odpowiednio miary O i Żr. Gdy ramiona r, i rę są odmienne od 
siebie i nie leżą w tejsamej prostej, jeden jest mniejszy od z a drugi 
większy od m, gdy zaś leżą na tejsamej prostej równają się oba m. 
W pierwszym przypadku mamy kąt wklesły i wypukły, w drugim 
kąty półpetne. 

Wprowadzimy teraz pojęcie łuków skierowanych na kole K 
uważając końce AB łuku w pewnym porządku. Dla łuku AB 
punkt A jest początkiem łuku, a punkt B końcem; naodwrót dla 
łuku BA. Każde 3 punkty od siebie odmienne A, B, © wyznaczają 
zatem łuk skierowany, którego początkiem jest 4, końcem B i na 
którem leży punkt (. Każdy łuk skierowany wyznacza pewien 
porządek następstwa punktów na obwodzie koła, który nazywa się 
porządkiem cyklicznym. Mamy na kole dwa przeciwne porządki cy- 
kliczne, odpowiadające łukom ACB i BCA, albo dwa przeciwne 
kierunki obiegu na obwodzie koła. 


Wprowadzimy teraż pojęcie wartości łuków. W tym celu obie- 
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ramy jeden z dwóch kierunków obiegu .na obwodzie koła, nazy- 
wając go dodatnim, a przeciwny ujemnym. Wartością łuku właści- 
wego AB nazywamy liczbę względną, która jest dodatnia gdy łuk 
jest dodatni, tj. porządek ACB jest dodatni, a ujemna, gdy łuk jest 
ujemny, tj. porządek ACB jest ujemny i której wartość bezwzględna 
równa się mierze łuku. Wartość oznaczymy przez v (AB) albo krócej 
przez AB. Wartością łuku zerowego nazywamy jego miarę, wartością 
łuku pełnego dodatniego liczbę -- 2n, jeżeli przez łuk pełny dodatni 
rozumiemy obwód koła z dodatnim kierunkiem obiegu, a długością 
łuku pełnego ujemnego liczbę — 2, jeżeli przez ten łuk rozumiemy 
obwód z ujemnym kierunkiem obiegu. Gdy dany jest porządek 
na kole, będziemy łuk AB dodatni nie pełny oznaczali przez AB,, 
łuk ujemny nie pełny przez AB_, wartości zaś odpowiednio przez 
AB, iAB.. 

Łukom skierowanym odpowiadają katy skierowane, których 
pierwszem ramieniem jest ramię r,, a drugiem ramię r}. Każde trzy 
ramiona r;, 7», rg przechodzące przez punkty 4, B, € od siebie 
odmienne, wyznaczają kąt skierowany odpowiadający łukowi ACB. 
Dwom porządkom cyklicznym na kole odpowiadają dwa porządki 
cykliczne w peku ramion, albo dwa kierunki obrotu ramienia rucho- 
mego w pęku. Kąt skierowany piszemy œŒ (7,, rs) względnie 4 (rz, r,) 
zależnie od tego które ramię jest pierwsze i mówimy o kącie dru- 
giego ramienia z ramieniem piericszem. 

Możemy teraz wprowadzić pojęcia kątów dodatnich i ujemnych 
i wartosci kąta. Kąt jest dodatni lub ujemny zależnie od tego, czy 
odpowiedni łuk AB jest dodatni czy też ujemny. Wartością kąta 
nazywamy liczbę równą wartości odpowiedniego łuku AB i ozna- 
czamy podobnie jak sam kąt przez 


X (M. Tą). 

Dwom od siebie odmiennym punktom 4, B na kole K odpo- 
wiadają dwa łuki skierowane AB, z których jeden jest dodatni, 
a drugi ujemny. Dwom od siebie odmiennym ramionom +, i rą 
odpowiadają dwa od siebie odmienne kąty <X(r,, rs), z których 
jeden jest dodatni, a drugi ujemny. Kąty te odróżniamy od siebie 
pisząc 

X (m, ral} -a Ga. Tę) 
i temisamemi symbolami oznaczymy też wartości tych kątów. W pro- 
wadzimy dalej pojęcie wartości kąta zerowego, rozumiejąc przez to 
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wartość odpowiedniego łuku koła, a więc liczbę zero. W tym przy- 
padku oznaczamy kąty jak i w przypadku ogólnym i mamy 


4 (1, 73) = X (11, 7)— = 0. 

Nareszcie mamy kąty pełne dodatnie i ujemne, o wartościach 
+ 2n i — 2m, rozumiejąc przez to kąty pełue z dodatnim względnie 
ujemnym kierunkiem obrotu w pęku ramion. 

Dwa łuki mające jeden koniec wspólny nazywamy przyległe. 
taksamo dwa łuki skierowane takie że koniec jednego jest począt- 
kiem drugiego nazywamy przyległe. Taksamo ma się rzecz dla kątów, 

Uważajmy znów dwa ramiona r,, r, od siebie odmienne. 
Ramiona te zawierają pomiędzy sobą cztery kąty 


X (Fis Tyl: (M7 — 
(Pril X(f: rh- 
Pomiędzy tymi kątami mamy związki następujące 


X (rę, 1). =— 4 (ris Ta)pi (1) 
X (rari =— X (ra) (2) 
Mamy dalej związki następujące 

Z (14 74) t X (rę, r, 4 = Żm, (3) 
lri fs) + 4 (re, ri) = — 2z i4) 

Ze związków (1) i (4) otrzymujemy wzór 
A (ry. Fe). = E (rn rn) — Za, (5) 

a ze związku (3) wzór 

X (rę, r), = Z — X (M, "a)y (8) 


Uogólnimy teraz pojęcie łuku na kole. Uważajmy znów dwa 
dowolne punkty 4 i B i wyobraźmy sobie, że ruchomy punkt P 
porusza się po kole K w pewnym oznaczonym kierunku aż od 
położenia A przejdzie do położenia B. Załóżmy. że w ciągu ruchu 
punkt P schodzi się pewną liczbą u = 1 razy z punktem B. Każdym 
dwom punktom 4, B i każdej liczbie n=>1 z wyjątkiem przy- 
padku w którym punkty A i B schodzą się ze sobą i n= 1 od- 
powiada pewien oznaczony obieg punktu P w uważanym kierunku. 
Mówimy, że mamy łuk AB odpowiadający liczbie n= 1 i danemu 
kierunkowi obiegu koła K. Umówimy się dalej, że w wyjątkowym 
przypadku liczbie v = 1 odpowiada łuk zerowy AB. Ponieważ 
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możemy przyjąć, że ruchomy punkt P opisuje nasamprzód n — 1 
razy obwód koła K a następnie łuk AB, przeto wartoscią łuku AB 
odpowiadającego liczbie n będziemy nazywali sumę wartości n — 1 
obwodów koła obieganych w uważanym kierunku i wartości łuku 
AB odpowiadającego temuż kierunkowi. Oznaczając przez AB'-"' 


i przez AB"" wartości dodatnich i ujemnych łuków AB odpowia- 
dających liczbie n mamy zatem 


AB = AB, +- 2n («m — 1) (7) 
AB =4AB_— 2n (n— 1), (8) 


a w przypadku gdy punkty AiB schodzą się ze sobą mamy 
AB = AB = AB, = AB_=0. 


Wprowadzimy teraz pojęcie kąta jaki ramię r, zawiera z ra- 
mieniem r, i który odpowiada danemu kierunkowi obrotu i danej 
liczbie n =1. Uważamy ramię ruchome r które w pewnym ozna- 
czonym kierunku obraca się od ramienia r, do ramienia 7,, przy- 
czem w ciągu obrotu schodzi się pewną liczbą n Z 1 razy z ra- 
mieniem ry. 

Każdemu łukowi AB;''! i każdemu łukowi AB" odpowiada 
pewien obrót ramienia ruchomego r, a więc pewien kąt, który 
oznaczymy odpowiednio przez 


X (ri, ra) 1 przez < (ry, ra)". 


Przez wurtość takiego kąta rozumiemy wartość odpowiedniego 
łuku i oznaczymy tymi samymi symbolami. W przypadku, gdy ra- 
miona 7, i r, schodzą się ze sobą rozumiemy przez kąt odpowia- 
dający liczbie n = 1 kąt zerowy. Mamy więc 


4 (m ` ra). = X (i AE = Z (7, Tae = X (M; Te) =Q. 


Wprowadzimy teraz pojęcie ogólnego kąta, jaki ramię r, za- 
wiera z ramieniem »,. Ogólnym kątem dodatnim ramienia r, z ra- 
mieniem r, nazywamy zbiór kątów określonych wzorem 


X (r 2 Tą). 
gdzie liczba całkowita » przyjmuje wszystkie nieujemne wartości. 


Taksamo ogólnym kątem ujemnem jaki ramię r, zawiera z ra- 
mieniem r, nazywamy zbiór kątów określonych wzorem 


ES (G 1 Ta) , 
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gdzie n przyjmuje wszystkie całkowite nieujemne wartości. Nazwy 
te będą też oznaczać zbiory wartości obu kategoryj kątów. Na war- 
tości te mamy wzory 


X (ry rd" = X (r. ra) + 2r (n — 1), (9) 
24 (ri 14) 1 = X (r3. ra). — 2r (n— 1). (10) 


W przypadku ramion r, i r, od siebie odmiennych wynika 
ze wzorów (5) i (10) wzór 


AZ (ny, RAE” LT (N; F4), — Zza. (11) 
W przypadku ramion r, i r, schodzących się mamy wzór 
A (r. 14) 4 (ris 74), — Zn (n— 1). (12) 


Ogólnym kątem, jaki ramię r, zawiera z ramieniem r, nazy- 
wamy zbiór wszystkich kątów dodatnich, ujemnych i ewentualnie 
zerowych jakie ramię r, zawiera z ramieniem 7. 

Nazwą tą będziemy też oznaczać zbiór wartości wszystkich 
tych kątów. Zbiór ten zawarty jest we wzorze 


Z (ri Ti) H ŻEM, 
gdzie m oznacza dowolną liczbę całkowitą i naodwrót każdej war- 
tości dodatniej, ujemnej lub zero liczby całkowitej m odpowiada 
pewna zupełnie oznaczona wartość ogólnego kąta ramienia r; z ra- 
mieniem »,. Jeżeli wprowadzimy oznaczenie 
L (ry MT = X (hrs 1), F Zm, (18) 

natenczas mamy dla m = U 

4 (ri ref" = X (ris "aF 
a dla m < 0 

Z (ri PYT = ZX Gri RET" 
w przypadku ramion r, i r, różnych od siebie a 

X Porr Z Zh 
w przypadku ramion schodzących się ze sobą. Ogólny kąt ramienia 
rę z ramieniem r, możemy więc oznaczyć przez 


4. (ri; 74)": 
gdzie m przyjmuje wszystkie wartości całkowite, dodatnie, ujemne 


i zero. 
ge 
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W zupełnie taki sam sposób określamy ogólny kąt dodatni, 
ogólny kąt ujemny i ogólny kąt ramienia r, z ramieniem 7,. Mamy 
więc 


X (ra, 14)” = X (m, r); + Zn m. (14) 


W przypadku ramion r, i 7, różnych od siebie mamy na 
podstawie wzoru (6) wzór 


Lien) = — X (r 1), + Za (m+ 1) = 
= — |Q (r, r), — Zr (m-|-1)|, 


a w przypadku ramion schodzących się ze sobą mamy wzór 
4 (ra: n)" = X (ri, r) + 27mm =— [X (ri; ry), — 2r m]. 


Zatem każdemu kątowi niezerowemu ramienia », z ramieniem 
r, odpowiada pewien zupełnie oznaczony niezerowy kąt ramienia 
rą z ramieniem r, o tej samej wartości bezwzględnej a o znaku 
przeciwnym, opisanym przez ramię r wykonujące tensam obrót 
dokoła wierzchołka 0, ale w kierunku przeciwnym. 

Oznaczając ogólne kąty ramienia 7, z ramieniem +, i ramienia 
r, z ramieniem r, przez 

Z (rar) 1 X (rnr) 

możemy napisać równość pomiędzy kątami ogólnemi 


X (ry r) = — A (ri. 14). (15) 


3. Katy dwóch prostych pęku. 


Uważajmy dwie proste ł, il, pęku prostych o wierzchołku 0. 
Na każdej prostej mamy dwa ramiona, a więc mamy cztery kombi- 
nacje ramion prostej l, z ramionami prostej /,. Dwa ramiona każ- 
dej kombinacji ramion tworzą ze sobą pewne kąty i chodzi o zba- 
danie zwiazków zachodzących pomiędzy kątami tych 4 kategoryj. 

Obierzmy na każdej prostej dodatni kierunek obiegu i oznaczmy 
przez rf, rł dodatnie ramiona prostych l, ł,. zaś przez +7, rz 
ramiona ujemne. Obierzmy dalej pewien dodatni kierunek obrotu 
w pęku. Ramiona prostej l}, zawierają z ramionami prostej /, cztery 
ogólne kąty, tj. mamy cztery kategorje kątów 


xt), Lohri (rrr), XLT rh 


Zbiór tych czterech ogólnych kątów nazywamy kątem ogólnym 
prostej l, z prostą /,, a kąty poszczególne katami prostej l z pro- 
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stą l. Kąt ten ogólny oznaczamy przez 
X (ły, h). 
Uważajmy kąt nieujemny, mniejszy niż 2m 
iT) 
Jeżeli ten kąt jest mniejszy niż x mamy 
< (+7 ra J4 — X (rz, vq); =J ry Ja 
a więc ponieważ 
(ra ryt, = x 
mamy 
4 (FF rh = Xori) — w (15) 
Jeżeli zaś kąt 4: (ri, rz), jest nie mniejszy niż x mamy 
(0 ghnkth = Zi. ró), +28 
więc 
2 (rt, rg), = % (rf, rt)+ tr m (16) 
Uważajmy dalej kąt 
2 (r, rf). 
Mamy, jeżeli kąt ten jest mniejszy niż x 
a (rr. ry 14 + XUT Th = 4 (rq rT) + 
a więc 
4 (r, rę), = 4 (rf, 71), — m (17) 
Jeżeli zaś kąt uważany jest nie mniejszy niż x mamy 
Aeir r X (m fly = 4 (rt, ró), t Zm 
a więc 


Z (r, rf, = X (rž, r), t T (18) 
Uważajmy wreszcie kąt 
<q UE 1T hee 


Widoczna, że kąt ten zarówno co do wartości bezwzględnej jak 
i co do znaku równa się kątowi 


4 (rę, ri js 
a więc mamy 
< (rr, r), = < (ri rt) (19) 
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Dochodzimy zatem do tego rezultatu, że jeden z kątów dru- 
giej i jeden z kątów trzeciej kategorji otrzymujemy z jednego z ką- 
tów kategorji pierwszej przez dodanie r. Jeden z kątów kategorji 
czwartej równa się jednemu z kątów kategorji pierwszej. Stąd wy- 
nika, że wartości wszystkich kątów drugiej i trzeciej kategorji można 
otrzymać z wartości pewnych kątów pierwszej kategorji przez do- 
danie x, a wartości wszystkich kątów czwartej kategorji równają 
się wartościom pewnych kątów pierwszej kategorji. Możemy więc 
napisać następujące równości między kątami ogólnemi 


x (i, m) = I (ri, ri) + r. (20) 

x (rr, m) = (6 rf) - 1. (21) 

X (r, rz) = X (rt, re. (22) 

Zatem możemy napisać ogólny wzór na kąty % (l, lą) w postaci 
X (I, (4) = a + mm. (23) 


We wzorze tym m jestto dowolna liczba całkowita, zaś œ jestto 
wartość jednego dowolnie obranego kąta prostej ł, z prostą 1,. 

Taksamo otrzymujemy ogólny wzór na kąty X (%, l), jakie 
prosta /, zawiera z prostą /, w postaci 


4 (hk, h) = «+ nm, (24) 
gdzie m jestto znów dowolna liczba całkowita, zaś œ jestto wartość 
jednego dowolnie obranego z tych kątów. 

Ponieważ liczby a i 4 możemy zawsze tak dobrać, by zacho- 
dził warunek 
<a 


więc wzór na kąty %© (ls, h} możemy też napisać w postaci 


X (h, h) = — a + rm. (25) 


4. Katy dwóch ramion i kąty dwòch prostych na płaszczyźnie. 


Uważajmy dwa pęki ramion na płaszczyźnie, o poezątkach 
01 0’. Uważajmy jako odpowiadające sobie w tych pękach dwa 
ramiona r i r”, jeżeli są równoległe i równo skierowane. Pewnemu 
kierunkowi obrotu w pierwszym pęku odpowiada w ten sposób 
oznaczony kierunek obrotu w drugim pęku. W ten sposób możemy 
wprowadzić dodatni kierunek rachowania kątów na płaszczyźnie 
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i ujemny kierunek jemu przeciwny. Jako dodatni kierunek obie- 
rzemy kierunek obrotu przeciwny kierunkowi obrotu wskazówki 
na zegarze. 

Uważajmy teraz dwa dowolne ramiona r,, r, na płaszczyźnie 
o wierzchołkach O, i 04. Aby określić kąty jakie te ramiona za- 
wierają ze sobą uważajmy dowolny punkt O na płaszczyźnie i pęk 
promieni o tym wierzchołku. Uważamy w tym pęku ramiona r, 
+, odpowiednio równoległe i równo skierowane z ramionami ry, 
rą. Wprowadzimy pojęcie katów ramion rı, rą. Kąty te są z okre- 
ślenia równe odpowiednio kątom ramion rj, r. Katy ramienia r, 
z ramieniem », są równe kątom ramienia »; z ramieniem »;, i analo- 
gicznie mają się rzeczy dla kątów ramienia r, z ramieniem r;. 
Widoczna, że wartości tych kątów nie zależą od obioru punktu O. 

Uważajmy teraz dwie dowolne proste l, i ł4 na płaszczyźnie 
i obierzmy na każdej z nich pewien kierunek dodatni. 

Obierzmy na prostej /, dowolny punkt O0,, a na prostej /, 
dowolny punkt 0,. Katami prostych l, i l, nazywamy kąty nale- 
żące do czterech kategoryj kątów odpowiadających czterem kombi- 
nacjom ramienia prostej l o wierzchołku 0, z ramieniem prostej 
l, o wierzchołku 0,. Katami prostej l, z prostą l, nazywamy kąty 
ramion prostej /, z ramionami prostej l, a kątami prostej l, z pro- 
siq l, nazywamy katy ramion prostej /, z ramionami prostej /,. 
Oznaczamy te kąty odpowiednio przez <% (/,,/,) i przez ze ((h, (A: 

Przez kąty, jakie zawierają ze sobą kierunki dodatnie i ujemne 
dwóch prostych będziemy rozumieli kąty jakie zawierają ramiona 
dodatnie i ujemne tych prostych, a przez kąty jakie zawierają ze 
sobą dwie osie, będziemy rozumieli kąty jakie zawierają kierunki 
dodatnie dwóch prostych. 

W przypadku szczególnym, gdy proste /, i /, są do siebie 
równoległe, mamy wzory 

X (h, h) = zm, 
Fha, a) = tm 


gdzie m jestto dowolna liczba całkowita. 


5. Trzy i więcej ramion na płaszczyźnie i ich kąty. 


Uważajmy teraz dowolną liczbę n = 3 ramion na płaszczyźnie 
o dowolnych początkach O,, 0;,... 0,. Oznaczmy te ramiona przez 
fis Toje. . Fan 
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Uważajmy ciąg kątów ogólnych 
if (7 + Tą); <I (23 rg). zaa X (riai za): (26) 


Drugie ramię każdego z tych kątów z wyjątkiem ostatniego 
kąta jest identyczne z pierwszem ramieniem kąta następnego. Kąty 
takie nazywają się przyległe. Uważajmy dalej kąt ogólny 


z (+ 
=. (Ty; FA). 


jaki z pierwszym ramieniem- pierwszego kąta (26) zawiera drugie 
ramię ostatniego kąta tego ciągu. 
Udowodnimy związek 


Z) "2 El ra) (27) 


i=l 


Znaczy to, że udowodnimy, że suma dowolnych wartości ką- 
tów ogólnych ciągu kątów przyległych (26) równa się pewnej 
wartości kąta ogólnego <% (r,, r„) i naodwrót dowolnej wartości tego 
kąta odpowiadają pewne wartości kątów ciągu (26). tak że zacho- 
dzi równość (27). Kąt <F (r,,r,) nazywa się sumą kątów przyle- 
głych (26). 

Niechaj będzie nasamprzód n = 3. Załóżmy nasamprzód, że 
żadne dwa ramiona z pośród ramion 7,, 7,, 7; nie są równo skie- 
rowane. 

Uważajmy dowolny punkt O na płaszczyźnie i trzy ramiona 
r, ra, r; odpowiednio równo skierowane z ramionami 7, ry, r3 
o wierzchołku 0. W dodatnim kierunku obrotu ruchomego ramienia 
r' dokoła O następują te ramiona po sobie albo w porządku rý, 
ra rs albo w porządku rj, r3, r. 

Mamy w pierwszym przypadku równość 


< (rrd + < (m, re = (45, 15); (28) 
a w drugim przypadku równość 


4 (r. + AX lri ra) = 4 (ri, ra)... 


Ale mamy 
X (ris ra), = 2r — 4 (r, r): 
a więc mamy równość 
X (6, 5), = X, rie + X (m, ri) — 23. (29) 
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W przypadku, gdy dwa ramiona schodzą się ze sobą łatwo 
widać, że zachodzi równość (28) w przypadku gdy albo ramiona 
rj i r, schodzą się ze sobą a ramię r, jest od nich odmienne, albo 
też ramiona rą i rz się schodzą a ramię »; jest od nich odmienne, 
albo nareszcie wszystkie trzy ramiona schodzą się ze sobą. W przy- 
padku gdy ramiona r; i rz schodzą się ze sobą, a ramię r, jest od 
nich odmienne zachodzi równość |29). 

Stąd wynika, że wzór (27) na kąty ogólne słuszny jest w szeze- 
gólnym przypadku, gdy mamy n = 3. 

Załóżmy teraz, że mamy n>3. Założymy że twierdzenie 
o które chodzi słuszne jest dla » — 1 ramion. Mamy więc równość 


a 
n—2 


4 (M, rnn (fij Tig): (30) 
Sumę ję 


n—] 
2 Z (M Tia) 


i=] 


możemy zatem napisać w postaci 


Z (M, Fa) F Sn 4) 
Ale ponieważ twierdzenie o które chodzi słuszne jest dla trzech 
ramion, więc mamy 


© (Ty; T_1) + E URT Er a: 


Zatem słuszność twierdzenia dla » — 1 ramion pociąga słusz- 
ność twierdzenia dla » ramion. a ponieważ twierdzenie słuszne jest 
dla n = 3, więc jest one ogólnie słuszne. 

Wzór (27) można też napisać w postaci 

Pa (r Ta) == 0, (31) 
=] 
rozumiejąc przez ,,, ramię r,. Nazwijmy ciąg ramion 74, Psy Papis 
przyległych i takich że ramię r,,, schodzi się z ramieniem r, zam- 
kniętym ciągiem ramion przyległych, a ciąg kątów zamkniętym 
ciągiem kątów przyleglych. 

Nazwijmy dalej kąt ogólny % (r, r.) wypadkowym kątem 
ciągu kątów (26). Możemy wygłosić następujące twierdzenie 

Twierdzenie l. Suma kątów ogólnych ciągu kątów przy- 
ległych równa się kątowi ogólnemu wypadkowemu ciągu. 
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Twierdzenie 2. Suma kątów ogólnych ciągu zamkniętego 
kątów przyległych równa się ogólnemu kątowi zerowemu, przyczem 
przez ogólny kąt zerowy rozumiemy ogólny kąt jaki zawierają ze 
sobą dwa ramiona równoległe i równo skierowane. 


6. Rzuty punktów i wektorów na osie. 


Uważajmy dowolną prostą l na płsszezyźnie i obierzmy na 
niej dowolny kierunek dodatni. 


Fig. 3. 


Uważajmy drugą dowolną prostą-} nie równoległą do pro- 
stej / przecinającą ją w punkcie O i obierzmy na niej dodatni kie- 
runek w ten sposób, aby kąt dodatni 6 mniejszy niż 2%, jaki kie- 
runek ten zawiera z dodatnim kierunkiem na / był mniejszy niż m 


W << Weź ge. 


Rzutem dowolnego punktu P na oś I równolegle do osi l na- 
zywamy punkt A w którym prosta p przechodząca przez P i rów- 
noległa do l' przecina oś /. Oś / nazywa się osią rzutów, a oś I' 
osią rzutowania, prosta p prosta rzutującą. 

Uważajmy teraz dwa dowolne od siebie odmienne punkty P, 
na płaszczyźnie i prostą s przechodzącą przez te dwa punkty 
i obierzmy na niej pewien kierunek dodatni. Rzutem wektora PQ 
na oś l równolegle do osi l nazywamy wektor AB, którego począ- 
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tek A i koniec B są odpowiednio rzutami początku P i końca Q 
wektora PQ na tę oś. Oznaczmy przez y kąt osi s z osią l, kąt 
nieujemny mniejszy niż Zm, przez d wartość wektora PQ), zaś przez 
a wartość wektora A B w pewnej dowolnie obranej jednostce miary. 
Oznaczmy dalej przez p i g proste rzutujące punkty Pi Q i obierzmy 
na nich kierunki dodatnie te same co na prostej V. 

Aby znaleźć związek zachodzący pomiędzy wartościami a i d 
odróżnimy następujące dwa przypadki: 

I. Kąt o jest mniejszy aniżeli m. 

II. Kąt ọ nie jest mniejszy aniżeli m. 

I. Odróżnimy dwa podprzypadki: 


1956  2ę>8. 


Podprzypadek 1: Załóżmy nasamprzód d > 0. Jestto przy- 


padek figury (3). Poprowadźmy przez punkt P oś l, równoległą 
i równo skierowaną z osią l i załóżmy nasamprzód, że kąt g speł- 
nia nierówności 

0<p<8. 

Oś T przecina oś 4 w punkcie Æ. Uważajmy trójkąt  PQE. 
Boki PQ i PE tego trójkąta mają miary dia, albowiem PC=AB, 
zaś a jest dodatnie. Kąt zewnętrzny przy £ trójkąta A PQE jestto 
kąt X (l, q), i równa się kątowi 6. Dalej mamy 

X (EPQ) = x, sj=q 
Mamy więc 
Xx(PQE)=6—,. 
Stosując więc wzór sinusowy do trójkąta A PQE mamy pro- 


porcję 
a : d = sin (0—9):sin 9, 
a stąd otrzymujemy wzór 
Załóżmy teraz d < 0 i niechaj znów zachodzą nierówności 
0<p <Q. 


Uważajmy zamiast wektora PQ wektor QP i jego rzut BA 
ma oś l. Wektory QP i BA są dodatnie. 
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Mamy więc proporcję 
— a: — d = sin (6 — ọ) : sin 8. 
a więc 
a:d = sin (6 — 4):sin 6, 

a więc otrzymujemy znów wzór (32). 

Widoczna, że wzór (32) jest też słuszny w przypadkach kiedy 
mamy Q=0 i p=Q, albowiem w pierwszym przypadku mamy 
a=d, a w drugim a= o0. 


Podprzypadek 2: 


3 Fig. 4. 


Załóżmy znów nasamprzód d œ> 0. Wektor AB rzut wektora 
PQ jest teraz ujemny. Uważajmy znów trójkąt A PQ EŒ. Boki jego 
PQ i PE mają miary d i —a. Kąt zewnętrzny trójkąta przy P 
xí, s), ma miarę o, a kąt wewnętrzny przy Č < (1. q), miarę 6. 
A więc kąt wewnętrzny przy Q ma miarę y— 0. Mamy więc teraz 
proporcję 

— a:d=sin {y — 8): sin 6. 

Otrzymujemy znów wzór (32). 

Załóżmy teraz d< 0. Wektor QP jest teraz dodatni o war- 
tości — d, a jego rzut BA na oś / ma wartość — a. Zatem wzór 
(32) jest znów słuszny. 
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II. Przypadek ten sprowadzamy do przypadku I. zmieniające 
dodatni kierunek na prostej s na przeciwny. Nowy kierunek do- 
datni zawiera kąt p— m z osią /, a wektor PQ) ma na nowej osi 
wartość — d. Mamy teraz proporcję 

a:— d = sin [0 — (p — n)]:sin 8. 

Ponieważ 

sin [8 — (p— 7)] = — sin (6— 9), 
więc dochodzimy znów do wzoru (32). 

Zakładaliśmy dotychczas że kąt 0 jest mniejszy niż x. Możemy 
się uwolnić od tego założenia. A mianowicie możemy rozważanie przy- 
padku w którym mamy r < ð < 2m sprowadzić do uważanego przy- 
padku, zmieniając na osi /” kierunek dodatni na przeciwny. Mamy 


sin [(6 — z) — g| —_ sin (8 — g) 


sin (6 — m) sin 8 


Wzór (:2) jest zatem słuszny dla dowolnego kąta 0. 
Będziemy teraz rzutowali wektor PQ) na oś l równolegle do 
osi l. Rzutem na oś /” jest wektor CD o wartości b. Aby znaleźć 
związek pomiędzy b i d należy zamienić role osi / i V. Oś I za- 
wiera z osią l kąt — 9, albo dodatni kąt 2m — 6. 
Wprowadźmy kąty nieujemne i 42m następujące 
8 =2n — 9, 
PAZEJE:5) 
Mamy związek między kątami ogólnemi 
XU, J5=<U,) + KU, 5. 
Stąd otrzymujemy 
y= +o-2msz, 
gdzie m jestto pewna liczba całkowita. a mianowicie O albo — 1. 
Stosowanie wzoru (32) daje nam więc wzór 


y b= d sin (9 — ę) 

sin (7 

a ponieważ 

sin (6 — p”) = sin (— p) = — sin ę, 
sin 0 = — sin Í, 

więc dochodzimy do wzoru 
sin g i 
sin 6 (33) 
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Szczególnie ważny jest szczególny przypadek, gdy proste / 
iP są do siebie prostopadłe. Mamy wtedy rzuty prostopadłe lub 


prostokątne. Teraz 9 = e % gdzie e= +1 a więc wzory (32) i (38) 


dają nam wzory 
a = d cos, 34) 


b= e d sin y. (35) 


7. Układy osi Kartezjusza na płaszczyźnie. 


Aby zapomocą pewnych danych oznaczyć pozycję dowolnego 
punktu na płaszczyźnie uważamy na płaszczyźnie dwie osie prze- 
cinające się które oznaczamy literami z i y i do których odnosimy 
punkty płaszczyzny. Nazywamy je osiami Kartezjusza r-ów i y-ów, 
a układ ich układem osi Kartezjusza (axes eoordonnćs). Punkt O ieh 
przecięcia nazywamy początkiem układu osi Kartezjusza (origine des. 
axes coordonnés). 

Uważajmy dowolny 
punkt M na płaszczyźnie 
i rzutujmy go na oś % rów- 
nolegle do osi y i na oś y 
równolegle do osi x. Otrzy- 
mamy rzuty A i Bi we- 
ktory OA. OB, których war- 
tości oznaczymy przez a ib 


OA =a 0B=b. 


Liczby a, b nazywają 
się spółrzednemi Kartezjusza 4 
(coordonnećs cartésiennes) 
punktu M. Naodwrót należy 
do każdego układu dwóch liczb a, b jeden i tyłko jeden punkt 
na płaszczyźnie, którego spółrzędnemi Kartezjusza są odpowiednio 
a i b. Spółrzędne dowolnego zmiennego punktu na płaszczyźnie 
oznaczamy odpowiednio literami x, y 1 nazywamy je spółrzędną zx 
i spółrzędną y Kartezjusza 

Spółrzędna x nosi nazwę odcietej punktu (abscisse), a spół- 
rzędną y rzędnej punktu (ordonnée). 

Jak już wspomnieliśmy Apollonjusz z Perga badał krzywe 


Fig. b. 
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drugiego stopnia odnosząc je do pewnych prostych ściśle z tymi 
krzywemi związanych i określając pozycje punktów krzywej przez 
odcięte i rzędne. Metodę tę uogólnili R. Descartes w dziele: „Góo- 
métrie“ 1637 i P. de Fermat: „Ad locos planos et solidos isagoge* 
(dzieło wydane dopiero po jego śmierci w r. 1679) wprowadza- 
jąc algebrę, i uważając ogólniejsze układy odniesienia. Odcięta na- 
zywa się segmentum diametri, a rzędna appliquée par ordre, albo 
apąłiquóe. Jednakże dopiero L. Euler w dziele: „Introductio in ana- 
lysin infinitorum* 1748 podał systematyczny wykład geometrji przy 
pomocy zupełnie ogólnego układu odniesienia. 

Punkty położone na osi x posiadają y=0, zaś punkty na 
osi y posiadają c = 0. Dla początku O układu osi mamy z= y =Q. 

Układ osi Kartezjusza nazywa się prostokątnym jeżeli osie z, y 
są do siebie prostopadłe, w przeciwnym razie ukośnokątnym. Zwy- 


kle uważa się układy prostokątne, których kąt 6 mą wartość +- z- 


Wprowadzimy jeszcze pojęcie rzutów prostokątnych albo orto- 
gonalnych punktu M na osie Kartezjusza i spółrzędnych prostokąt- 
nych albo ortogonalnych. Proste przeprowadzone przez punkt M pro- 
stopadle do osi z i y przecinają te osie w punktach K, L, które 
są rzutami prostokątnymi punktu M na osie, a wektory OK i OL 
o wartościach k, / nazywają się spółrzędnymi prostokątnymi. W przy- 
padku układu prostokątnego oba układy rzutów i oba układy spół- 
rzędnych schodzą się ze sobą. Spółrzędne te będziemy tylko wy- 


jątkowo rozważali. 
. 


8. Odległość dwóch punktów na płaszczyźnie w układzie 


spółrzędnych Kartezjusza. 
L 


Uważajmy dwa punkty M, i M, o spółrzędnych a,, b, i az, bs 
w danym układzie spółrzędnych Kartezjusza. Niechaj 4,, B, i 4%, 
B, będą rzuty punktów M,, M, na osie. Uważajmy prostą s prze- 
chodzącą przez M, i M, i obierzmy na niej kierunek dodatni, za- 
wierający kąt p z osią r-ów. Niechaj d, a, b będą wartości wekto- 
rów M, M,, 4, 4,, B, B,. 

Mamy więc 


1-7 (0 — g) pg? 


Sk An Si 


sin 6 
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Ze wzorów tych możemy wyrazić d i o przez wartości rzu- 
tów a i b. Mamy 


a sin 06 = d sin (0 — 9) = d (sin 8 cos p — cos 8 sin gp) 
b sin 6 = d sin 4, 
więc otrzymujemy wzory 
d eos p = a -+ b cos 8 
d N c STA 0. (86) 
Podnosząc te równości obustronnie do kwadratu i dodając otrzy- 
mujemy wzór 
d? = a* + 2a b cos 6 -+ b?, (37) 
a więc d3 wyrażone przez a i b. Wyrażenie prawostronne jako 
suma dwóch kwadratów 
(a -|- b cos 0)? + b? sin? 6 
jest zawsze nieujemne i tylko wtedy równe zeru, gdy mamy a = 
A otrzymujemy 
d = s Va? + 2ab eos 8 -+ b2, (38) 
oznaczając przez / dodatni pierwiastek, a pees | e liczbę 4+ 1 lub 
z Ze wzorów (36) otrzymujemy wzory 
a -f b cos ẹ @ 
Vat} 2a Zab cos B or 


coso = € (39) 
b sin 6 
Ja: - +2 2ab cos B + T 
Jeżeli e = +- 1, mamy kierunek, dla którego d dodatnie 
a jeżeli «= — | kierunek, dla którego d jest ujemne. 
W szczególnym przypadku układu spółrzędnych prostokątnego 


sin p=e 


wzory (36) przyjmują dla 6 = +5 postać 


SP p=a (40) 
dsiny =b 
a wzory (38) i (89) postać 
d= c fa: + ba, (41) 
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a 


cos $ = £ (42 
U Ja? bt l 
- b 
sin g = E pi 
Jepe 


Kwadrat odległości punktów M, i M; możemy wyrazić w na- 
stępujący sposób przez spółrzędne obu tych punktów. Mamy 
a= aü, — a, b= b, — b, 
a więc mamy wzór 


d? = (a, — a,)* +2 (a, — a,) (b, — la) cos 6 -+ (ba — b,)%, (43) 
a w szczególnym przypadku układu spółrzędnych prostokątnych 


wzór 


d? = (a; — a,)? -F (bę — D,)?. (44) 


9. Spółczynniki kierunkowe i dostawy kierunkowe. 


Uważajmy dowolną prostą ? w układzie spółrzędnych Karte- 
zjusza i obierzmy na niej dodatni kierunek. Uważajmy na osi l 
wektor PQ o wartości d = 1. Wektor taki nazywamy wektorem 
jednostkowym na danej osi. Niechaj AB i CD będą rzuty wektora 
PQ na osie spółrzędnych, i niechaj A, m oznaczają ich wartości. 
Jeżeli ọ oznacza kąt osi l z osią x, natenczas mamy na podstawie 
wzorów (32) i (33) następujące wzory na 4, u 
sin (6 — 7) 


sinó (45) 


A= 


Amt (46) 


sin B' 
Liczby 4, u nazywamy spółczynnikami kierunkowymi (para- 
metres directeurs) osi 2. 
W szczególnym przypadku układu spółrzędnych prostokątnego, 


mamy 0= e5 e = + 1, a więc mamy wzory 
X= cos $. (47) 
y= sessin 9. (48) 


Kładąc we wzorze (37) d=1, a= ì, b= yu, otrzymujemy 
związek pomiędzy à, « następujący - 


X +23p cos f-Hu'=1. 


Geometrja analityczna na płaszczyznie. 4 
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Wzory (39) dają nam cosy i sinę wyrażone przez A, p 
cos p = X + u cos 9, (50) 
sin p = p sin 8 
Naodwrót, każdemu układowi dwóch liezb 2, u spełniającemu 
zwiazek (49) odpowiada pewien kierunek zupełnie oznaczony, któ- 
rego spółczynnikami kierunkowymi są te liczby. W istocie pomię- 
dzy wyrażeniami figurującemi z prawych stron wzorów (50) zacho- 
dzi wówczas związek 


(X -+ p cos 0)? + (u sin 8)? = 1 


potrzebny i wystarczający, aby te wielkości były dostawą i wstawą 
pewnego zupełnie oznaczonego kąta 9 nieujemnego i mniejszego 
niż 2n. Kątowi temu odpowiadają właśnie te liczby A, u. jako spół- 
czynniki kierunkowe. 

Zbadamy teraz, czy jedną z liczb X,v. można obrać dowolnie. 


Że wzoru (49) otrzymujemy 
A= — p Cos p+ V1 — y?'sin? 6. 
A więc warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby danemu 
y. odpowiadało przynajmniej jedno rzeczywiste A jest nierówność 
u? sinż 0 £ 1, 


albo 
l 


sin 4” 


IA 


| 


gdzie | y. | oznacza bezwzględną wartość liczby u. W przypadku, 
gdy w tym wzorze mamy znak równości 


|e|=|[sinó|, 
otrzymujemy wartość na A 


A = — p cos Ô. 


Taksamo à musi spełnić nierówność 
; 1 
puneti an | 
a jeżeli mamy znak równości, mamy 
[à [= [sin |, 
u = — A cos b, 


www.rcin.org.pl 


51 


Dostawami kierunkowemi (eosinus directeurs) kierunku na płasz- 
czyźnie, nazywamy dostawy kątów, jakie ten kierunek zawiera 
z osiami z, y. Jeżeli kąt osi / z osią x jest o 


X (z, 1), =4, 
natenczas mamy oznaczając przez o” kąt osi Z z osią y 
En h= 


cos g” = cos (6 — g) == cos f cos $ -+ sin 6 sin g. 


Oznaczając więc przez a, $ dostawy kierunkowe mamy 


COS G = g 
SZYCH B= x cosf (51) 
Liaz A= TJ, 


Pomiędzy dostawami kierunkowymi mamy więc związek 
(5— a cos 6)* __ 
2 
di sin? b 
więc związek 
| a: — aż cos Ô -+ B? = sin? b. (52) 


Dostawy kierunkowe wyrazają się przez spółczynniki kierun- 
kowe wzorami 4 


g = À -+ u. cos b, (53) 
=) cos fi -+ u. 

Mamy dalej związek następujący 
xi- Bu =l. (54) 


10. Dwa ramiona o danych spółczynnikach kierunkowych. 


Uważajmy teraz dwa dowolne ramiona r, i r na płaszczyźnie. 
Niechaj X,, gy i X,, po będą spółczynniki kierunkowe tych ramion, 
Pı i Şe kąty nieujemne i < 2r, które te ramiona z osią z zawie- 
rają. Możemy wyrazić dostawę i wstawę kąta p = p, — pı, jaki 
ramię r, zawiera z ramieniem +, przez ZONA kierunkowe 
ramion. Mamy 


cos q, = À, + m cosh, sinp = p sin 6, 
COS Pg = À; +- 4 cos Ô, sin Q, = m, sin 6, 
a stąd 


0059 = cos (Pa — gy) = (%1 -Hy cos O) (3, 4-14 cos 0) -H te, sin 6 p, sin, 
4 
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a więc mamy wzór 
cos tp = X Aa -F (by [ią F Àe pa) cos D -H jt a (55) 
Podobnie otrzymujemy 
sin  =sin (q; — 9,) = SiN Py COS p, — COS Pa BIN Gy = 
= pa sin 6 (9 + m cos 0) — p, sin À (Ag -f He cos 0), 
a więc mamy wzór 
sin p =(Jy ję — 3 p) sin A. (56) 
Jeżeli kierunki ramion r, i r, są równoległe, natenczas sin 9 
równa się O, a więc ze wzoru (56) otrzymujemy warunek równo- 
ległości dwóch ramion 
ką Ha — A [u FO. (57) 
Jeżeli kierunki ramion r, 7, są prostopadłe do siebie, cos ọ 
równa się 0, a ze wzoru (55) otrzymujemy warunek prostopadłości 
dwóch ramion 
Aa Aa (b tę ++ Aa p) 008.0 ph pa = O (58) 
Uważajmy nasamprzód dwa ramiona równoległe do siebie. Ze 
wzoru (50) wynika, że istnieje liczba Æ Æ 0, taka że zachodzą rów- 
ności 
a= kh, p= kh, (59) 
tj. spółczynniki kierunkowe są do siebie proporcjonalne. 
W istocie podzielmy równość (57) przez tę z liczb %3, 4; 
która jest od zera odmienna. Niechaj np. tą liczbą będzie A,. Kładąe 


Gk 
A: 
otrzymujemy 
, A= kÀ 
więc 
ue = k Pai 


Liczba k jest od zera, albowiem X, p nie są oba równe zeru. 
Naodwrót, jeżeli zachodzą związki (59), zachodzi związek (57). 
Ale ponieważ mamy 
33 2%, u, cos f +- uj = 1, 
13 2M p cos 0+ pi= 1, 


k* (23 ++ 23, u, cos 6 +- uj) = 1, 


a więc mamy 


więc 
ki = ]; 
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Zatem k jest +1 albo — 1. Widoczna że jeżeli zmienimy 
na prostej / dodatni kierunek na przeciwny, natenczas wektor PQ 
jednostkowy ma na nowej osi wartość — 1, a wektor QP jest we- 
ktorem jednostkowym, a jego rzuty na osie spółrzędnych są teraz 
BA i DC o wartościach —A i — p. 

Zwróćmy się teraz do przypadku dwóch kierunków do siebie 
prostopadłych. Wzór (08) możemy napisać w postaci 


Aa (ły -H u cos 8) +- jt (3, cos-0 += py) = 0, 
a dzieląc przez tę z liczb 2, vo, która jest odmienna od zera wi- 
dzimy, że istnieje taka liczba k4 0, że zachodzą równości 

d + 1, cos = K ug, 
A cos 4 -+ u, = —kĄ. 
Mamy więc 
ka 03 4-24, ją 008 A -H p3) = (X, + u, 008 6)* — 
—2(% -+ pm cos 0) (2, cos 6 -H p) -H (4, cos B -H pu) == 

= 0 4-20, w, 0086 -H uj) sin? 6 = sin? 0, 

a więc otrzymujemy 
k = sain Í, 


gdzie s = + 1. Dochodzimy zatem do wzorów 


), cos 6 - wy 
s k U 
(60) 
= Ją -+ u, cos U 
"= sin 0 ` 


dla spółczynników kierunkowych kierunku prostopadłego do kie- 
runku danego. Naodwrót, jeżeli X,, u, są spółezynnikami kierunko- 
wymi pewnego kierunku, natenczas wzory (60) dają spółezynniki 
kierunkowe pewnego kierunku, jak to wynika z przeprowadzonego 
rozumowania. Kierunek ten jest prostopadły do kierunku danego, 
bo zaebodzi związek (58). 

Łatwo teraz okazać, że znakowi e = + 1 odpowiada kierunek 


zawierający kąt +5 z kierunkiem danym, a znakowi s = — 1l 


kierunek przeciwny, tj. zawierający kąt — 5 z danym kierunkiem. 
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W istocie ze wzorów (60) otrzymujemy mnożąc przez y, —4, 
i dodając do siebie 
E E 
da łaa == T; (3 + 2% u, cos 8 += — sia ©” 
a więc ze wzoru (56) wynika 
sin 9 = £, 
tj. P=+3 dla e= -+ 1, zaś p=— 5 dla s= — 1. 


Wzory (60) można też otrzymać ze wzorów (55) i (56) kładąc 
w tych wzorach sin p = e, eosę = 0 i rozwiązując równania 


` ` E 
Ay Hg — A 4 = sin 67 


dy Aa -F (A Ve > Aa 1,) cos O -F u ug = O 
względem 2, i pg. 
W szczególnym przypadku układu spółrzędnych prostokątnych, 


0 =% » n = + 1), wzory (60) przyjmują postać 
Ją =— ET pis 
: H = E1 hy, 
a więc mamy 
hę = — esin o, 


Hg = E Y) €08 Q. 


11. Linja łamana albo łańcuch wektorów. 


Uważajmy na płaszczyźnie n œ 1 punktów dowolnych P, 

i= 1, 2,...n. Uważajmy ciąg odcinków 
PPa ©, B,... Pa B ©, E: 

Ciąg taki nazywa się ciagiem odcinków przyległych. Uważajmy 
na odeinku P, P,,, punkt P, jako początek a punkt P, jako ko- 
niec wektora. Mamy wówczas łańcuch n — 1 wektorów przyległych, 
albo linję łamana, której bokami nazywamy też pojedyncze wektory. 
W przypadku, gdy dwa punkty P, Pı schodzą się ze sobą, mamy 
wektor zerowy albo bok niewłaściwy linji łamanej Ł. 

Linja łamana nazywa się otwarta, w przypadku gdy punkty 
P, i P,, początek i koniec linji łamanej są od siebie odmienne, 
a zamkniętą w przypadku, gdy te punkty schodzą się ze sobą. 
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Rzutujmy teraz punkty P, na dowolną oś l na płaszczyźnie 
równolegle do prostej // nie równoległej do /. Niechaj rzuty te będą 
punkty, 4,. Wektory 4, A nazywają się rzutami boków linji ła- 
manej. Obierzmy na osi / układ spółrzędnych Kartezjusza i niechaj 
w tym układzie spółrzędne punktów 4, będą a,, 4 = 12333 

Uważajmy wektor P, P,, którego początkiem jest początek 
linji łamanej, a końcem jej koniec. Wektor ten nazywa się wypad- 
kowym wektorem linji łamanej. 

Rzutem wektora tego na ośł jest wektor 4, 4,. Wartość tego 
wektora równa się według twierdzenia 2. I. Rozdziału sumie war- 
tości A, A 


"1 
4,4. => AA: (61) 

Mamy więc n 

Twierdzenie 3. „Wartość rzutu wektora wypadkowego 
linji łamanej albo łańcucha wektorów przyległych na dowolną oś 
równa się sumie wartości rzutów tych wektorów na tę oś“. 

W szczególnym przypadku linji łamanej zamkniętej wektor 
A, A, jest zerowy. Twierdzenie 3 poprzedniego Rozdziału daje nam 

Twierdzenie 4: „Suma rzutów boków linji łamanej zam- 
kniętej na dowolną oś równa się zeru“. 

Uważajmy teraz układ osi z, y Kartezjusza na płaszczyźnie. 
Oznaczmy przez 4, B; rzuty punktów P, na osie z, y równolegle 
do osi y z, a przez a,, y; spółrzędne punktów F,. Mamy 

Adi = Za Di; 
b, B, = TY: 

Uważajmy osie /,, i=1,... n—1 przechodzące odpowied- 
nio przez dwa punkty P, Pan, ¿= 1....n— 1 linji łamanej, a więc 
zawierające wektory P,P,,,. Oznaczmy przez A,, p, i=1,...n—1 
spółczynniki kierunkowe tych osi. Uważajmy dalej oś Z przecho- 
dzącą przez punkty P,, P,, a więc zawierającą wektor wypadkowy 
P, P, i niechaj à,» będą spółczynniki tego kierunku. Oznaczmy 
przez d,, i==1,...» —1 wartości wektorów P, P,,, na osiach %, 
a przez d wartość wektora P, P, na osi l. 

Ze wzorów (32), (33), (45), (46), otrzymujemy wzory 

a=dh, (62) 
ZA (63) 


na wartości (a, b) rzutów wektora o wartości d na osie 2, y. 
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Stosując te wzory do wektorów P, P,,, i do wektora P, P, 
otrzymujemy równości 
dą — W, = d; Ài, 


Yaa "YU EdW. t=]....ażg= l, 
i równości 
s, — m = dh 
Y — h =du. 
Stosując wzór (61) dochodzimy więc do następujących wzorów 


PCE =d, (64) 
1=1 
a 
21 w= dy. (65) 


i-l 


W szczególnym przypadku linji łamanej zamkniętej otrzy 
mujemy następujące wzory  « 


"=l 


2 dh =0, (66) 
(Ea 
.—] 
2 d, p=; (67) 


i=j) 


Ćwiczenia. 


1. Kiedy rzuty wektora na osie Z, } równolegle do tych osi mają 
iesame wartości? Kiedy mają tesame wartości rzuty ortogonalne wektory 
na te osie? 

3. Kiedy rzuty równoległe wektora na osie Z, /” mają tesame miary? 
Kiedy mają tesame miary rzuty ortogonalne? 

3. Dane dwie liczby m, m. Znałeść kierunek, którego spółczynniki 
są proporcjonalne do tych liczb. Rozwiązać tosamo zadanie dla dostaw 
kierunkowych. 

4. Wyrazić dostawę i wstawę kąta dwóch ramion przez dostawy 
kierunkowe tych ramion. 

5. Dane są dwa kierunki o spółczynnikach X, v4 I às, V4. Zna-, 
leźć spółczynniki kierunkowe kierunku A, u. zawierającego równe bez- 
względne kąty z dwoma danymi kierunkami. 

6. Okazać, że jeżeli A B, C są 3 dowolne punkty na osi l, 
a D dowolny punkt płaszczyzny, natenczas zachodzi związek 


AD*. B+ BD. CA + CD?. AB ++ AB .BC.CA=0. (1) 
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7. Jeżeli D jest punktem na przeciwprostokątni BC trójkąta pro- 
stokątnego ABC, mamy 

AB. CDt + AC. BD: = AD, BO. (2) 

8. Uważamy trójkąt ABC i osie ły, l, łą na których leżą boki 

BC, CA, AB. Niechaj a, b, c będą wartości wektorów BC, CA, AB. 
Zachodzi zawsze związek 


sin (/,, h) __ sin (hsh) __ sin (h, 4) 
c E SWĄ brzż 


(8) 


9. Dane są punkty P, Q o spółrzędnych aj, by; Qą, dą. Znaleźć 
spółrzędne Kartezjusza punktu Æ położonego na osi s przechodzącej przez 
punkty P, Q, którego spółrzędna Móbius'a na tej osi jest k. 

10. Znaleść spółrzędne punktu P równo oddalonego od 3 punktów 
A, B, C o danych spółrzędnych. 

11. Jakie położenie mają względem osi spółrzędnych dwa ramiona, 
dla których zachodzą związki 


h = py, KE? (4) 


12. Danych jest 5 punktów 4, B, C, O, P na płaszezyźnie, 
z których 3 A B C leżą na jednej osi. Udowodnić związek Móbius'a 


BO (0A: — PA?) + CA (OB: — PB') -4 AB (OC: — PO?) =0. (5) 
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ROZDZIAŁ III. 


Przekształcenia układów spółrzędnych Kartezjusza. 


1 Ogólne wzory na przekształcenie układów spółrzędnych 
Kartezjusza. 

Uważajmy na płaszczyźnie dwa układy U i U’ osi Kartezju- 

sza. Niechaj x, y będą osi układu U o początku O, zaś x’, y’ nie- 
chaj będą osi układu U’ o początku O”. 


Fig. 6. 


Pomiędzy spółrzędnemi Kartezjusza x, y dowolnego punktu 
P płaszczyzny w układzie U, a pomiędzy spółrzędnemi tego punktu 
w układzie U” zachodzą pewne związki, których wyprowadzeniem 
się zajmiemy. 
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Przypuśćmy, że znane nam jest położenie układu osi U” 
względem układu osi U przez to, że znamy spółrzędne a, b po- 
czątku O” w układzie U i kąty g, i ọ, nieujemne i mniejsze niż 
Zm, jakie osie z’ y układu U’ zawierają z osią © układu U. Nie- 
chaj osie x, y zawierają kąt (, a osie x” y' kąt 0. Niechaj dalej 
X, u, będą spółczynniki kierunkowe osi z’ a hą, V spółczynniki 
kierunkowe osi y w układzie U. Mamy następujące wzory 

W =— fi (1) 
sin (46 —q,). 
sinó 
— Sin gy 


m= sin 6 * 


x 


sin (b — Qa) 
sin 0 


__ SIM Go 13 

— sinb’ 

Uważajmy teraz linję łamaną zamkniętą 04 PA'O0'O i rzu- 
tujmy ją na osie æ i y równolegle do osi y i x. Oznaczając przez 
R,(AB) R,(AB) rzuty na osie x, y wektora AB mamy równości 


R, (04) +- R, (AP) + B, (PA') -+ R, (4'0) + K,(0' 0) =0, 
R, (04) + R, (AP) 4 R, (PA') +- R, (A'0') + R,(0' 0) =0. 


Obieramy teraz w następujący sposób kierunki dodatnie prostych, 
na których leżą boki linji łamanej: OA leży na osi x, PA na osi 
równoległej i równo skierowanej z osią y, PA’ na osi równoległej 
i równo skierowanej z osią y, A'O’ na osi xw, wreszcie O'O na 
osi o kierunku od O do O. 


Mamy więe 
R, (40) =z, 
B. (A P) =0.y = 0, 
R. (PAN) = — ky, 
R,(4'0)=—vr. 
R,(0'0)=—a. 
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Taksamo mamy 
R, (0A) = 0.2 = 0, 


R, (AP) = y, 

R, (PA) = — gy, 
R, (4' 0’) = — p T’, 
R, (0' 0) = — b. 


Stosujmy teraz wzory (66) i (67) poprzedniego Rozdziału. 
Otrzymujemy związki 
z— he — hy —a=0, 
Y— Mr — ny —b=0, 
a więc dochodzimy do wzorów 
s=a 4h y +y 
=b 4 m 2 F m y^ 
Wzory te są to wzory na przekształcenie układów spółrzędnych 
Kartezjusza. We wzorach tych dawne spółrzędne x, y są wyrażone 
przez nowe spółrzędne x, y. Ze wzorów tych możemy wyrazić 
naodwrót x, y przez x, y mnożąc odpowiednio stronami te wzory 
, przez wę, — 4, i dodając je do siebie, i taksamo przez — p, X, i znów 
dodając je do siebie. Zważając że mamy 


(+) 


sin 9 
ua Sade aa ET 
otrzymujemy wzory 

sin U 

x' — sinp’ [Ua (z = a) =h (y =à b)). 
(5 
, sin ) 
i AT T [— m (2 — a) + (y — b). 


Są to wzory przekształcenia układów spółrzędnych Kartezjusza, 
w których nowe spółrzędne «', y' są wyrażone przez dawne spół- 
rzędne z, y. 

We wzorach (4) i (5) możemy zastąpić spółczynniki kierun- 
kowe przez wyrażenia dane wzorami (2), (3). Otrzymujemy wzory 


2 sin (6 — g,) , sin (0 — 9,) 
sie sin sy sin 0 y. 
sin ọ sin Qa ©) 
= 1 z” ży 
yae RT sin 6 r sin 6 * 
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i wzory odwrotne 
SIN Tą 


r sin (0 — q4) 
sin W” 


sin 0 


r 


(u = d — (y — b), 


In z 
A sın ©; 


= sin (6 — 91) 
y= "in W GY s 


sin 0" 


(y — b). 


2. Szczególne przypadki przekształcenia układów spółrzęd- 
nych Kartezjusza. 

Szczególnie ważne są następujące specjalne przypadki prze- 
kształcenia układów spółrzędnych Kartezjusza: 

1) Osie z’ è y nowego układu spółrzędnych są równoległe 
i równo skierowane ż osiami x, y. Mamy więc 

,=l1, m = 0; h = 0, a = 1. 
W tym przypadku mamy wzory 
r=a+x, y=b4 y“. (8) 

2) Początek O' nowego układu osi spółrzędnych schodzi się 

z dawnym początkiem układu O. Mamy więc 


a=b==0. 
W tym przypadku mamy wzory 
a= hy, y= t Tiny. (9) 


3) Oba układy osi spółrzędnych x, y i æ', y“ są prostokątne. 
W tym przypadku mamy 
sin0=s, sinf =e, 
gdzie e= + 1, jeżeli 6 = + 5, a równa się — Í, jeżeli 6=—5. 
Taksamo e =-|- 1, jeżeli 6 =-- ży zaś równa się — 1 jeżeli 
e = — 1. Dalej mamy 
Ją = 0089;, h = E SiN Qy, 


ke = COB Po, Mo = E SÌN Qy, 
Ale 


T 
$:==% Hz gdy e =--1, 


= 
iei gol f. gdy s=- 1, 
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zatem mam 
Ås = — E BIN P + [Hh "EE COS A- 


Otrzymujemy zatem wzory 
t= a 4- T Cos py — s'y' sin Gy, 
y=b4 ex sin q, -pee y' cosg 
na przekształcenie układów prostokątnych Kartezjusza. 
W szczególnym przypadku gdy oba kąty 6, 0” równają się 
+5 mamy wzory 
x =a -4 z’ Cos gy —y'sin yp, 
y = b -4 z sin y, -+ y' cosg. A 


Odwrotne wzory, wyrażające x, y’ przez z, y przyjmują 
w trzech powyższych przypadkach szczególnych następujące postaci 


(10) 


a1) 


t =r—a y = y— b. (8*) 

o a sinb ' kyi 
2 = ny 127% ayh (ge 
,__ sin6 3 sa 

a sin P [— p z- y] 
x = (z — a) cos $, +- € (y —b) sin G,, (10*) 

= — e' (æ — a)sin g, + Es (y — b) cos pi, 
a w szczególnym przypadku 6 =6' = +5 postać 

= (z — a) cos p, + (y — b) sin pi, (11*) 


y =— (x — a) sin 5, -|--(y — b) cos gy. 


3. Przesunięcia płaszczyzny. 

Uważajmy płaszczyznę pi na niej układ U spółrzędnych Kar- 
tezjusza o osiach z, y 

Przypuśćmy, że oprócz tej płaszczyzny mamy jeszcze drugą 
płaszczyznę p ruchoma, nakrywającą się z płaszczyzną p i mogącą 
się przesuwać wzdłuż tej płaszczyzny nieruchomej. Uważajmy na 
płaszczyźnie p układ T spółrzędnych Kartezjusza o osiach z, y y 
i o początku O. Przypuśćmy że oba układy Ui U są prostokatne 
i że 0, 6 są oba równe T Niechaj osie spółrzędnych układu U 


nakrywają się odpowiednio z osiami układu spółrzędnych U. 


www.rcin.org.pl 


63 


Przesuńmy teraz płaszczyznę ruchomą p w ten sposób, że 
układ osi U nakryje się z pewnym układem U’ o osiach z, y’ 
również prostokątnych i położonych na płaszezyźnie nieruchomej p. 
Niechaj O' będzie na płaszczyźnie p początkiem układu U”. Uwa- 
żajmy dowolny punkt P płaszczyzny p o spółrzędnych z, y i punkt P 
płaszczyzny ruchomej P, nakrywający się z punktem P. Po prze- 


X 


Fig. 7. 


sunięciu płaszczyzny pw nowe położenie, punkt P nakryje się 
z pewnym punktem P płaszczyzny p. Niechaj w, y' będą spół- 
rzędne punktu P' w układzie U, aw, w spółrzędne tego punktu 
w układzie U'. Mamy więc 


=r, y =y. 
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Przyporządkujmy teraz punktowi P płaszezyzny p punkt 
P' tejże płaszczyzny, z którym nakryje się ten punkt P płasz- 
czyzny p po przesunięciu, który przed przesunięciem nakrywał się 
z punktem P. Wzory (11) poprzedniego ustępu dają nam związki 
pomiędzy spółrzędnymi z’, y, punktu P, a spółrzędnymi KO a” 
tego punktu. Stąd otrzymujemy wzory 

w = a -4 z tos ọ — y sin y, i 

y =b- z sin p -} y cos o, s, 
wyrażające spółrzędne punktu P' przez spółrzędne punktu P. Wzory 
te nazywają się wzorami na przesunięcie płaszczyzny. 

Równania (12) możemy rozwiązać względem z, y. Wzory te 
otrzymamy odrazu, zastępując we wzorach (11*) z, y' przez z, y 
i z, y przez x, y. Otrzymamy wzory : 

z= |z TENOREAN — b) sin g, (12) 
y=— (x —a)sin 9 +- (y — b) cos 9. 

Zatem do każdego punktu P’ płaszczyzny p należy jeden 
i tylko jeden punkt P, któremu punkt P’ odpowiada w uważanym 
przesunięcie płaszczyzny. 


` 
4. Szczególne przypadki przesunięcia płaszczyzny. 


Jeżeli układ osi U” ma szczególne położenie względem układu 
osi U, mamy szczególne przesunięcie płaszczyzny p. Ważne są na- 
stępujące szezególne przesunięcia: 

1. Kąt o osi z’ z osią x równa się 0. Mamy wzory 


? (13) 
: =b 
i wzory odwrotne 
TANLAR (13*) 
y=y—b 


To szczególne przesunięcie nazywa się translacją. Możemy 
sobie wyobrazić, że płaszezyzna ruchoma p przesuwa się w ten 
sposób, że osie z, y, stale są równoległe do osi z, y i równo z nimi 
skierowane. 
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2. Spółrzędne, a, b początku O' mają wartość O, tj. punkty 
O i O' zlewają się, Mamy wzory 
u = x Cos ọ — y sing, (14) 
y' = x sin ọ -+ y cosy, 
i wzory odwrotne 
z= x sinp + y’ sing, (14*) 
y = — z'sin ọ -+ y coso. 

To szczególne przesunięcie nazywa się obrotem albo rotacją. 
Możemy sobie wyobrazić, że płaszczyzna ruchoma p przesuwa się 
w ten sposób, że obraca się dokoła punktu O o kąt p w dodatnim 
kierunku. 


5. Punkty niezmienne względem przesunięcia płaszczyzny. 
Możemy sobie postawić następujące pytanie. Czy istnieje 
punkt P na płaszczyźnie p, któremu w przesunięciu odpowiada 
punkt P’ schodzący się z punktem P. Punkty takie nazwiemy 
punktami niczmiennemi względem przesunięcia płaszczyzny. 
Warunki konieczne i wystarczające dla spółrzędnych punktu 
niezmiennego są oczywiście równości 


w = r, y =y: 
A więc otrzymamy spółrzędne zx, yọ punktów niezmiennych 
rozwiązując równania 
z, = a + tę cosg — yo sin g, (15) 
Yo = b + zy sin p -A yo COS p, 
względem zo i yo. 


Mamy 
z,(1 — cos) +- yo sin p = a, 
— zy sing- yall - cosg) = b, 
a więc 
CJ ds EE 2 
2 sin g% + 2 sin g 008 Z yo =a. 
— 2 sin S cos 5% +2 sin* 5 y, == b, 
więc 
2 sin ? (xsin Hyo cos- = a = (16) 
ę 
2sin 5 |—% cos 5+% sin J b. 
Geometrja analityczna na płaszczyznie. 5 
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Mogą tu zachodzić dwa od siebie odmienne przypadki: 

1) Kąt 9 równa się 0, tj. mamy transłacje. Z równań (16) 
wynika, że warunki konieczne i wystarczające, aby istniał przy- 
najmniej jeden układ wartości spełniający te równania są nastę- 
pujące 

a= 0, b=Q, (17) 


Jeżeli warunki (17) są spełnione, równania (16), a więc i rów- 
nania (15) są spełnione przez spółrzędne dowolnego punktu na pła- 
szczyźnie. Mamy t. zw. przesunięcie identyczne. 

2) Kąt o jest od zera odmienny. Otrzymujemy jeden jedyny 
układ rozwiązań «x, yo w postaci 


TR d SAT 
a sin "Rag b cos 3 
Zo = 5 , 
2sin Š 
reos ? + bsin ? PR 
d i 
2 2 
Yo = = 
2 sin is 


` Zatem w tym przypadku mamy jeden jedyny punkt nie- 
zmienny W. 

Ze wzorów (l8) wynika następująca konstrukcja punktu nie- 
zmiennego M,. Wystawiamy prostą s prostopadłą do odcinka 00’ 
w punkcie R połowiącym ten odcinek, tj. symetralną tego odcinka, 
Na tej symetralnej leży Mo. W istocie mamy dla punktu M, 


więc 
z: +sy=x*--y', 


tj odcinki OM, i O'M, mają równe miary. 

Wyrażenia na 2, i yy możemy napisać w następującej postaci. 
Oznaczmy przez œ kąt kierunku OO' z osią z. 

Mamy 


Cos x = sin 


a 
Ja? iw" "(a= FR 
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gdzie pierwiastek jest dodatni. Oznaczając jeszcze Ja: F b? przez d 
napiszemy 


a b d 
Tę = 5— Mh 4 ə cotg 


tro-o Wio 
> y 


b d 
Yo = 5 0082 Z cotg 


Obierzmy teraz na symetralnej s jako dodatni kierunek za- 


wierający kąt +- 3 z kierunkiem 00' i odnieśmy na niej od punktu 


; 68 9 
R wektor RS. którego wartość s równa się 5 Cg 5 


d 7 
$ = 35 ©otg „ (19) 
Mamy 


z, = 3 Heos (a S]a, 
4 KRK (20) 
He 3 tsin (a+ 3) 


Punkt S w ten sposób otrzymany schodzi się z punktem nie- 
zmiennym M,. Ze wzoru (19) na s wynika, że wartość bezwzględną s 
możęmy uważać jako długość przyprostokątni w trójkącie prosto- 
d 


9? 


kątnym, którego drugą przyprostokątnią jest , a kątem naprzeciw- 


ległym przyprostokątni o długości |s| jest kąt o mierze = 


jeżeli p< m, zaś o mierze EEE jeżeli p> r. W razie gdy ọ = 7, 


2 
mamy s=Q i punkt S schodzi się z punktem R. 
Stąd wynika konstrukcja figury (7) (w przypadku 9 <7). 


6. Obroty płaszczyzny dokoła jej punktów. 


Uważajmy dowolny punkt P płaszczyzny p i punkt P” odpo- 
wiadający temu punktowi w przesunięciu. Ze wzorów (12) i (15) 
wynika że mamy 

z! — z == (x — 19) 008 $ — (y— yo) Sin p, (21) 
y — Yo = (x - %)sinę -+ (y— yo) cosg. 


5* 
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Podnosząc obustronnie do kwadratu i dodając otrzymane rów- 
ności otrzymujemy 


(2 — zo)? -+ (y' — Yo)? = (6 — Xa)? + (Y — 40)”. 


A więc odległości MP i M,P' dowolnego punktu P od punktu 
niezmiennego M, i punktu przesuniętego P” od punktu M, są so- 
bie równe. 

Okażemy teraz, że przesunięcie płaszczyzny ruchomej p można 
uważać jako obrót tej płaszczyzny dokoła punktu niezmiennego Mo. 

Uważamy w tym celu dwa nowe układy osi spółrzędnych 
Vi V'. Układ V ma osie X, Y o początku w punkcie niezmien- 
nym M, równoległe i równo skierowane z osiami z, y. Układ V’ 
ma osie X’, Y’ o początku również w punkcie niezmiennym Me, 
równoległe i równo skierowane z osiami z, y. 

Niechaj X ,Y będą spółrzędne punktu P w układzie V; >. dwa 
spółrzędne punktu P' w układzie V’, a X, Y' spółrzędne punktu 
P' w układzie V. Mamy więc, stosując wzory (8) na przekształ- 
cenie układów spółrzędnych 


z= t, + X, (22 
y=y + Y, ' 
a =qg, + X (25) 
Yz=y+ Y. 

Dalej mamy wzory 
= £ę + jg (24) 
y =n + 


a ponieważ mamy 
PIT 
więc dochodzimy do wzorów 
X=XT: Y--Y* (25) 
Ze wzorów (22) i (23) otrzymujemy wzory 
X' = X cosọ — Ysing, (26) 
Y'= X sinọ -+ Y 008%, 


wyrażające związki między spółrzędnymi punktu P a punktu prze- 
suniętego P’ w układzie spółrzędnych V. 
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Związki te są związkami dla obrotu płaszczyzny ruchomej p 
dokoła początku M, o kąt p, w którym to obrocie układ osi V 
przechodzi w układ osi V’. Przesunięcie uważane przaprowadzające 
układ osi U w układ osi U' może więc być uważane jako obrót 
płaszczyzny dokoła punktu niezmiennego M,, środka obrotu. 

Możemy więc wypowiedzieć twierdzenie 

Twierdzenie 1: „Każde przesunięcie płaszczyzny jest albo 
translacją albo obrotem dokoła pewnego zupełnie oznaczonego 
punktu“, 

Uważajmy teraz naodwrót dowolny punkt M, ną płaszczyźnie 
i wykonajmy obrót płaszczyzny dokoła tego punktu o kąt nieu- 
jemny 9 mniejszy niż 2x. Uważajmy układ V osi X, Y o początku 
w punkcie M,, równoległych i równoskierowanych z osiami z, y. 
Mamy teraz związki (22), (23) i (26). Stąd otrzymujemy związki 
(21) pomiędzy spółrzędnymi z, y i x‘, y' punktów P i P’. Mamy 
zatem wzory i 


x’ = Ly — To COS Y - yosin p 4- reosp — ysin o, (27) 
'=y, — To SiN P — Yo COS F -|- xsin y + y cos p. 


Są to wzory na przesunięcie płaszczyzny w którem początek 
układu O przechodzi w punkt O' o współrzędnych 


a = To — 2, COB P- yo SINY (28) 
b = Ya — To SIN Y — Yo COS Ẹ. 

Mamy więc 

Twierdzenie 2. „Każdy obrót płaszczyzny dokoła dowol- 


nego punktu jest pewnem zupełnie oznaczonem przesunięciem 
płaszczyzny. 


7. Składanie przekształceń układów spółrzędnych. 


Uważajmy trzy układy Kartezjusza U, U’, U” o osiach z, y; 
w,y:m',y' zakładając, że wszystkie trzy układy są prostokątne 


i kąty ©, ©', ©” równają się wszystkie -|- 3 Załóżmy, że dane 


jest położenie układu U’ względem układu U i położenie układu U” 
względem układu U'. Zatem dane są spółrzędne a, b początku O” 
układu U' w układzie U, kąt », jaki oś w” zawiera z osią x, spół- 
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rzędne a, b” początku O” układu U” w układzie U' i kąt g', jaki 


oś x” zawiera z osią zx. 


Chodzić nam będzie o znalezienie związków pomiędzy spół- 
rzędnemi «©, y punktu P w układzie Ł, a spółrzędnemi æ”, y” 
tego punktu w układzie U”. 

Mamy następujące związki 


z=a+-x' ċoss — y sing, (29) 
y =b- r sino- y’ coso, 
x =a 4 a cosg — y" sing’, (30) 


y =V 4r sin g- y” cosg 
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Wstawiając wyrażenia na x, y' we wzory (30) otrzymujemy 


r= a+ (a +r" cosg" — y” sinę')eosę — (b'+z" sing +y” cosq')sing, 
y= b+ (a +a" cosg — y" sin g') sin +(b'++r" sing +y” cosg") cosg, 


a więc mamy wzory 


r=a+a' cosy — b'sing ta” cos(ę+-$')—y"sin(p+-p'), (31) 
y = b+ a sing+b' cosę+-r" sin(p+9')+-y' cosl +g"). 


Przekształcenie układu U w układ U” nazywa się przekształ- 
ceniem wypadkowem przekształceń składowych układu U w układ U’ 
i układu U” w układ U”, na które mamy wzory (29) i (30). 

Możemy wykonać przekształcenia określone wzorami (29) 
i (30) w odwrotnym. porządku. To znaczy że naprzód przekształcamy 
układ U w układ U’ o osiach z” y’, który ma to położenie wzglę- 
dem układu U, jakie ma układ U” względem układu U”, a na- 
stępnie przekształcamy układ D' w układ U” o osiach zy 
który ma to położenie względem układu U*, jakie ma układ U’ 
względem układu U. 

A więc mamy teraz wzory przekształceń 


z=a-a cosg —y'sinę, (82) 
y=b*'+zsinę'--y cosy, 


z =a 4 cosp— y" sinp, 183) 
y =b- r" sino- y" coso. 


Otrzymujemy następujące wzory na przekształcenie wypad- 
kowe 
z= a +a cosp — bsing' Fr" cos(9 +g’) =y" sin(p+y'), (34) 
y =b' +asing’ +b ecos gHr” sin(p +p) +y” coslo +g"). 


Widzimy, że kąt jaki zawiera oś z” z osią » równa się ką- 
towi, jaki zawiera oś z! z osią x i równa się sumie kątów gig. 
Początki O” i O” układów U” i U” są naogoł różne od siebie. 
Warunki konieczne i wystarczające, aby te początki schodziły się 
ze sobą, aby więc przekształcenia (31) i (34) były identyczne są 
równości 

a a' cose — b sing =a' pa tosg —bsinę”, (85) 

b -4-a sinq--b'eosg = b' -++ asing -+b tosg’. 
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Równości te można też napisać w postaci 
NC A PSEM > | CEE (PA! SEE, 
sin AG sin yt bcos |=" (a sin gtt cos 5) (36) 
z y JEN A y)=si 5[a s ESP 7 
sin 5 (acos? bsin y | in gda cosy 6' sin i): 

Oznaczmy przez a, «' kąty jakie osie O0' i 0'0" zawierają 
z osiami x i «', a przez d, d wartości wektorów O0'i O'O” na 
tych osiach. Mamy 

a =dcosa, b = d sing, 


a = d' cosa’, b =d'sin«, 


więc ze wzorów (36) otrzymujemy wzory 


dsin r sin (2+ ? F) = =d'sin gsin|a :--- 3), (37) 
dsin 5 cos (+-+5)= d' sin $ cos(a + z): 
A więc albo mamy 
y w» SOB 
dsin 8 = d šin z = 0, (38) 
albo też mamy 
i d E A EZ I ER, 4, PA PZLA V 
sin (2+ 5 jeos(z -+ 5) sin |x + 5 |cos|a-- 5)=0 
więc 
(39) 


sin (a — a + 3) =0. 
Równości (38) spełnione są w następujących czterech przy- 


padkach: 
1. d=d=0, a więc 
a=b=q=F JS 
p, p dowolne. 
2. d=0, = 0, a więc 
a= b= 0 
a, W, ọ' dowolne. 
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3. d=0,ę'=0, a więc 
a=t=f, 
a, b, $ dowelne. 
4 o=g=0, 


a, b, a, b dowolne. 


Równość (39) spełniona jest, gdy mamy: 
2— g = S-ka, (40) 


gdzie k jest liczba całkowita. Dla k parzystego mamy 


a 


d sin = =d'sin> (41) 


a dla nieparzystego 


=—d'sin $ (42) 


8. Składanie przesunięć płaszczyzny. 


Uważajmy trzy układy U, U” iU o osiach z, y; æ, y’ i w y. 
Niechaj a, b będą spółrzędne początku O' układu U” w układzie U, 
zaś a', b' spółrzędne początku U układu U” w układzie U. Niechaj 
dalej p i ' będą kąty osi z’ i xX z osią 1. 

Uważajmy dwa przesunięcia płaszczyzny ruchomej p, pierwsze 
przesuwające układ osi U tej płaszczyzny schodzący się z układem 
osi U w układ U” i drugie przesuwające układ U w układ p. 
Niechaj P będzie dowolnym punktem płaszczyzny p o spółrzędnych 
x, y w układzie U, i niechaj temu punktowi w pierwszem prze- 
sunięciu odpowiada punkt P' o spółrzędnych wy w układzie U, 
a w drugiem przesunięciu punkt P'o spółrzędnych 7’, y' w ukła- 
dzie U”. 

Wykonajmy teraz po kolei te dwa przesunięcia, a mianowicie 
nasamprzód przesunięcie pierwsze, a następnie przesunięcie drugie. 
Punktowi P' odpowiada w drugiem przesunięciu punkt P”, a pun- 
ktowi P” odpowiada w pierwszem przesunięciu punkt P". Niechaj 
x”, y” będą spółrzędne punktu P” w układzie U, zaś w”, y” spół- 
rzędne punktu P” w tymsamym układzie. 
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Mamy następujące wzory: 


x =qa-+-zcosę — ysin y, (43) 
y = b -+ z sin ọ -4 y cos g, i 
PRAN E YAB CJĘ 44) 

l 0 +z sin g’ -p y’ cosy, 
z =a +-zc084' — y sin $', (45) 


y = b--zxsinq' -+y cos g', 


=a 47 cosp — y sin g (46 
y =k+-x'sing +-y cosg. i 


Stąd otrzymujemy związki pomiędzy spółrzędnymi punktów 
JEM) JEKE 
a" =a + a cosg —bsin g' -+ z eos (p +4) ysin (p-ta) (47) 
y” = b -p asin g- b eos g +- rsin (y -Hg Hy cos (y -+ y), 
i związki pomiędzy spółrzędnymi punktów Pi P”: 


=a--a' cos g —b'sinę -+-reos(ę ty) —ysin(ę+-9'). (48) 
== b -- a' sin g 4-67 eos g +- r sin (9 +- g') + y cos (9 -H g} 


Jeżeli więc wykonamy nasamprzód pierwsze a następnie dru- 
gie przesunięcie, otrzymamy jako wypadkowe przesunięcie prze- 
prowadzające układ oi w układ U” o osiach x”, y”. Jeżeli nato- 
miast wykonamy nasamprzód drugie, a następnie pierwsze przesu- 
nięcie, otrzymamy jako TWE kowo przesunięcie. przeprowadzające 
układ U w układ U” o osiach g”, y”. 

Oba te przesunięcia hale są naogół od siebie odmienne, 
a identyczne wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzą związki (36). 


7 


9. Przesunięcie. które dwa dane punkty przesuwa w dwa 
dane punkty. 


Uważajmy ogólne wzory na przesnnięcie płaszczyzny (12). Ze 
wzorów tych wynika. że odległość dwóch dowolnych punktów 
P,, Pa, równa się odległości dwóch punktów przesuniętych Pi. Po. 

W istocie mamy, oznaczając przez 44, y,; %2, Yo spółrzędne 
punktów P,, P,. a przez zi, yi; 14, yz spółrzędne punktów Pi, P3. 


x, = a@ -} r, C0S$ — y, sin 9, (49) 
y; = b -4 z sin y- y COSĘ, 
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Tą = a + 7 COBĘ — y SIN Q, (60) 
yi = b- x, sin p- ys COS p. 


Odejmując pierwsze równania (49) i (50) od siebie i podno- 
sząc następnie obustronnie do kwadratu mamy 


(2, — ry)? = (23, — $,) cost o -+ (y3 — y,) sin? p — 
— 2 (zę — Ti) (Ya — Y1) COS ĄSIN . 


Taksamo otrzymujemy 
(ya — gi)? = (z, —2,)* sint o -- (y, — y,)* cost o -4 
+ 2 (4, — w) (Y: — y) SIN $ COS 9, 
a stąd dodając obustronnie 
(2 — r): + (2 — yi) = (x, — 2,)* H (9a — M)”: (51) 


Uważajmy teraz cztery dowolne punkty na płaszczyźnie PER 
Pi, P, zakładając tylko, że warunek (51) jest spełniony i że punkty 
P,, P,, a więc i Pi, P} są od siebie odmienne. Udowodnimy, że 
istnieje jedno i Aiad jedno przesunięcie płaszczyzny, prze- 
prowadzające punkty P,, £, odpowiednio w punkty Pi, P4. 


W istocie z równań 


Z; iai = (34 — 2,) 008 p — (ys — yi) sin 9, 


ya — M = (4, — 2,) sin p- (ys — V1) COB, 07 
otrzymujemy 
_ (— a) (2a — 1) (5 — i) (Ye — M) 
T Ble = z)? + (ys — w)? y (53) 
pa dy Bi. (z — xi) (ya — 9) + l — W) (£; — £,) z) 


(74 — 2,)7 +- (a — 1)? 
Następnie otrzymujemy a i b w postaci 
(xy — 14) (fe — 74) + (va — m) (Ya = y) e 
(14 — 21)! + (4 — Y) 
- (ag — 25) (Vs — Y) + lys — W) (£a — 2) 
tu (44 — z, + (ys — 1)? 


— (2 — 2) (ya — y) + (06 — y) (W — W) _ 
(ra — 2)? + (9:3 — M)? 


a=; — 1, 


bzyj—a 
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(rs — 2,) (7, — 2,) + (ys — ws) (Ys — 9) 
(2 — 2)? + (y: — 1) l 
Otrzymujemy wzory 
(Zs — 1) (2i 2y — 2, 24) F (94 — N) (Tj y — y, 24) — 


a = - 
(54) mman Hnn 
— (ya — yi) (X Yi — 1474) 
(2, — 2,)? + (y mAh) 
6 — 7 l— 4%) a At) + (a n) iyiye ny) + 


(Ta — 2)? -H (9: — 9)* 
(55) + (m — 5) (69: — 4) 

(23 — 2,7 + (ys — 4)” 

Ze związku (51) wynika, że suma kwadratów prawych stron 

(53) równa się jedności, że wyrażenia prawostronne we wzorach (53) 
są więc wyrażeniami na dostawę i wstawę zupełnie określonego 
kąta p nieujemnego i <2nx. Wartości te wraz z wartościami (54) 
na a i b spełniają związki (49) i (50). 


Ćwiczenia. 


1. Znaleźć związki pomiędzy spółczynnikami kierunkowymi A, p 
danego kierunku, a pomiędzy spółczynnikami A”. œ’ tegoż kierunku w no- 
wym układzie osi w”, y’, których spółczynniki kierunkowe w dawnym 
układzie są à, p i Àg, He- 3 

2. Dane są trzy punkty P, (24,44), Pz (tą,yq) 1 Pa (ax -+ ts, 
æy, + By). Kiedy punkt P, nie zależy od obioru układu osi Kartezjusza? 

3. Dane są n punktów P,,4=1,2, ..n o spółrzędnych £,, y,, 
i= 1, 2...n. Kiedy punkt Po spółrzędnych Na,z,, Xæ; y; nie zależy od 
obioru układu osi Kartezjusza ? 

4. Kiedy przekształcenie układu spółrzędnych prostokątnych Kar- 
tezjusza jest identyczne z przekształceniem odwrotnem ? 

5. Okazać. że gdy danych jest m punktów P,,4=1,...n i n liczb 
«,, gdzie la, >0, natenczas środek M tych punktów o spółrzędnych 


bfe Za,z, niez ZY, 
3 SRE Za, 


1) nie zależy od obioru układu osi Kartezjusza. 
2) daje minimum wartości wyrażenia 


3) mamy 
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ROZDZIAŁ IV. 


Linje proste. 
1. Równania parametryczne linji prostej. 


Obierzmy na płaszczyźnie układ U Kartezjusza o osiach x,y. Uwa- 
żajmy dowolną prostą l i obierzmy na niej dowolny punkt P o spół- 
rzędnych a, b oraz dodatni kierunek o spółczynnikach kierunko- 
wych A, u. Liczby a, b; X, u wyznaczają w zupełności tę oś, dla- 
tego możemy je nazwać spółrzędnemi osi I. 

Uważajmy na osi / dowolny zmienny punkt Q o spółrzędnych 
x, y i oznaczmy przez d wartość wektora PQ. 

Mamy równości 


(1) z—a=M, y 
z których wyrażają się x, y wzorami 
(2) T==a-Ahd, y=b-ud. 
Wyraziliśmy więc spółrzędne x, y punktu zmiennego Q osi 
l przez odległość d tego punktu od punktu stałego P. Naodwrót 
do każdej wartości na d należy oznaczony punkt Q na osi l, któ- 
rego odległością od P jest uważana wartość na d, i którego spół- 
rzędne x, y mają wartości dane wzorami (2) dla uważanego d. 
Możemy się też w następujący sposób przekonać, że punkt Q 
wyznaczony wzorami (2) leży na prostej /. Jeżeli d=0, mamy 


T= l, ZE 


więc punkt Q o tych spółrzędnych schodzi się z punktem P. Jeżeli 
zaś d4 0, połączmy P i Q, którego spółrzędne dane są wzorami 
(2) prostą l’. Ze wzorów (1) otrzymamy 


(© — a)? +- 2(x — a) (y — b) cos © + (y — b} = d’, 
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t. j. kwadrat miary odcinka PQ równa się d*. Obierzmy na } do- 
wolny dodatni kierunek o spółezynnikach X”, u’ i niechaj d’ będzie 
wartością wektora PQ na osi /'. Mamy 


N=a=ZMd, w dzka, 
więc otrzymamy 
aAdszAd, „udz=ja'. 
Stąd otrzymuje się związek 
Ed", 
gdzie e == + 1. Zatem otrzymujemy pomiędzy à, u i X’, p» związki 
AE M = eu. (3) 


Kierunek obrany na prostej /” jest więc dla e = + 1 zgodny 
z kierunkiem osi /. a dla e== — 1 przeciwny. A ponieważ proste 
l i U mają punkt wspólny, więc schodzą ze sobą, i punkt Q leży 
na prostej l. 

Obierzmy teraz dwie liczby a, b dowolnie, i dwie liczby A, u. 
spełniające jedynie warunek, aby były spółezynnikami kierunko- 
wemi' pewnego kierunku. Wzory (2) dają nam wyrażenia zapomocą 
wielkości d na spółrzędne z, y punktów położonych na prostej / 
przechodzącej przez punkt P o spółrzędnych a, b i na której jeden 
z Kierunków ma spółczynniki A, p i tylko spółrzędne punktów po- 
łożonych na tej linji prostej. Dlatego wzory (2) nazywamy rów na- 
niami osi. Wielkość d nazywamy parametrem punktów na 
osi, więc równania (2) równaniami parametrycznemi osi. 
Równania parametryczne osi przeciwnej osi /, t. j. otrzymu- 
jącej się z prostej / przez obranie przeciwnego kierunku. jako do- 
datni są 


w=a— lh, y=b— pd. (4) 


Każdy z układów równań (2) i (4) nazywamy też ró wna- 
niami parametrycznymi prostej l. 


2. Równanie linji prostej w spółrzędnych Kartezjusza. 


Uważajmy prostą / o równaniach parametrycznych (2) lub (4). 
Z każdego tych dwóch układów równań można wyrugować para- 
metr d. Pomnóżmy pierwsze równanie każdego z tych układów 
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przez |, drugie przez — àù i dodajmy je do siebie. Otrzymamy 
*" równanie | 
(5) p(x — a) — ì (y —b)= 0. 

Otrzymujemy zatem równanie pierwszego stopnia po- 
między spółrzędnemi Kartezjusza a, y dowolnego punktu Q na 
prostej 2. 

OQkażemy naodwrót, że dowolny punkt Q o spółrzędnych z, y 
spełniających równanie (5) leży na prostej /. 

Jedna przynajmniej z liczb à. p jest od zera odmienna. Z ró- 
wnania (5) otrzymamy równanie 


"ET PR ka = 0 
Kładąc 


otrzymamy 
z — q = Zd, 


y — b= ud. 


A więc punkt Q leży na osil o spółczynnikach kierunko- 
wych A. p i wektor PQ ma wartość d. 

Uważajmy znów równanie (5) zakładając, że liczby a, b są 
zupełnie dowolne, a X, p spełniają jedynie znany warunek. Widzi- 
my, że wszystkie punkty, leżące na prostej /, przechodzącej przez 
punkt P o spółrzędnych a, b i której jeden z kierunków jest kie- 
runkiem À, p spełuiają równanie (5) i naodwrót wszystkie punkty, 
których spółrzędne spełniają równanie (5), leżą na tej linji prostej. 
Dlatego równanie (5) nazywamy równaniem linji prostej 
w spółrzędnych Kartezjusza. 


3. Ogólne równanie linji prostej w spółrzędnych Kartezjusza. 


Uważajmy ogólne równanie pierwszego stopnia o dwóch nie- 
wiadomych z, y, t. j- równanie kształtu 


(6) Ax + By -- C=0, 
w którem 4, B, C są dowolne stałe liczby, spółeczynniki ró- 
wnania pierwszego stopnia, a z. y są niewiadome. Każdy układ 


x, y spełniający to równanie nazywa się układem pierwiast- 
ków tego równania. 
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Możemy odróżnić 3 przypadki następujące: 
I. Wszystkie trzy spółczynniki 4, B, C równają się zeru 
A=B=Cm=0Q0. (7) 
II. C jest od zera odmienne, ale A i B równają się zeru 
A=B=QJ, Cs. (8) 
IHI. Oba spółezynniki A, B nie są równocześnie równe zeru 
(9:) A-E0 lub (93%) B40. 


W przypadku I. każdy układ dwóch liczb z, y jest układem 
pierwiastków równania (6). Każdy punkt Q na płaszczyźnie ma 
spółrzędne x, y spełniające równanie (6). 

W przypadku II. niema żadnego układu dwóch liczb z, y 
spełniających równanie (6), a więc niema punktu Q o spółrzędnych 
z, y spełniających to równanie. 

W przypadku III. istnieją układy z, y spełniające równanie 
(6). Jeżeli A =E © "możemy obrać y dowolnie i wyznaczyć x ze wzoru 


By +C - (10) 


Jeżeli zaś B0, możemy obrać z dowolnie i wyznaczyć y 
ze wzoru 
Ax 0 
=- — 5 — 11 
4 B ke: 
Pomnóżmy równanie (6) przez dowolną liczbę k od zera od- 
mienną. Otrzymamy równanie 


kAz -+ kBy -- kC =0. (12) 

Nazwijmy dwa równania pierwszego stopnia o dwóch niewia- 

domych równoważnemi, jeżeli każdy układ pierwiastków je- 

dnego dowolnego z nich jest zarazem układem pierwiastków dru- 
giego. Równania (6) i (12) są widocznie równoważne. 

Uważajmy znów równanie (5) linji prostej i pomnóżmy je 

przez dowolną liczbę k4 0. Otrzymamy równanie 
kuz — kiy + k (— ua +- Ab) = 0. (13) 


Zbadamy, jakie są warunki konieczne i wystarczające, aby 
ogólne równanie (6) dało się napisać w postaci (13), a więc aby 
istniały liczby 

a, b; h, u: k (14) 
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spełniające warunki następujące: Mamy równości 
A=ku, B=—h, C=k(—qna--%). (15) 
Liczby à, . są spółczynnikami pewnego kierunku 
43 +- ZA cos 8 -H p? = 1, (16) 


a k jest od zera odmienne. 

Przedewszystkiem równanie (6) należeć musi do III. kate- 
gorji. Następnie z pierwszych dwóch związków (15) otrzymamy 
ze względu na warunek (16) 


kt = A*t -+ Bt — ZABcos$, 


a więc 


k = e A1} B* — ZAB cos$, (17) 


gdzie e = + 1, a pierwiastek uważamy jako dodatni. 
Wyrażenie 
A? -- B* — 24B cosf (18) 
figurujące pod pierwiastkiem we wzorze na k jest zawsze dodatnie. 
W istocie możemy je napisać w kształcie 


(A — Beos8)? -+ (B sin 6), 


sumy dwóch kwadratów, która jest nieujemna i równa się zeru 
wtedy i tylko wtedy gdy mamy 


A — Bcos8=0, Bsin8=0, 
a więc gdy 
AmB=0. 


Oznaczmy dodatni pierwiastek wyrażenia (18) przez EK. 
Z pierwszych dwóch wzorów (15) otrzymujemy 


B A 


aiaei A a 


(19) 


a wstawiając te wartości w trzeci wzór (15) otrzymujemy 
Aa + Bb + C =0. (20) 


Liczby (14) obliczone ze wzorów (17) (19), (20) spełniają 
warunki (15). A więc do każdego układu spółczynników 4, B, C 
w przypadku III. należą układy liczb (14) spełniające warunki (15). 


Geometrja analityczna na płaszczyźnie. 6 


www.rcin.org.pl 


82 


Każde równanie (6) III. kategorji jest więc równoważne pew- 
nemu równaniu (5) linji prostej, na której leży punkt P(a, b) speł- 
niający warunek (20) i której spółczynniki kierunkowe dane są 
wzorami (19). 

Równanie (6) nazywa się w przypadku III. ogółnem równa- 
niem linji prostej 1). Będziemy w dalszym ciągu zakładali, że uwa- 
żamy równanie (6) III. przypadku. 

Możemy więc wypowiedzieć 

Twierdzenie 1: „Ogólne równanie pierwszego stopnia (6), 
którego nie oba spółezynniki A, B są równe zeru, jest równaniem 
pewnej zupełnie oznaczonej prostej, której spółezynniki kierunkowe 
dane są wzorami (19)*. 

Uważajmy teraz dwa ogólne równania pierwszego stopnia 


A; z 4- By + 0/=0. (21) 
4, x + By + (, = 
i przypuśćmy, że te równania są ogólnemi równaniami jednej i tej- 
samej linji prostej l. Niechaj punkt P o spółrzędnych a, b będzie 
dowolnie obranym punktem tej linji prostej, a 4, u. spółezynnikami 
dowolnie obranego kierunku tej linji prostej. Równanie 
u(r — a) — \ (y — b) =0 (22) 


jest równaniem tej linji prostej. A więc istnieją dwie liczby k, i k, 
obie od zera odmienne i takie że zachodzą równości 


A= kue, B= kà, Ć, = k(— ua + %), (23) 
A = k, By = kh, Cs = ki — pa + 20). 
Z równości tych wynikają równości 
p p A, B= = Bb, Q= kr C, 
ky k, " 
albo kładąc 
ką 
kz k, 
rów ności 
A mki, A= k Q= kG, (24) 


gdzie k jest liczba od zera odmienna. 

1) Descartes okazuje w „Geomótrie*, że równanie 1-go stopnia między 
z i y przedstawia prostą. Ogólną postać równania prostej znajdujemy u Euler'a 
(Introductio). 
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Możemy zatem wypowiedzieć : 

Twierdzenie 2: „Dwa ogólne równania pierwszego stopnia 
przedstawiające tę samą prostą posiadają spółczynniki do siebie pro- 
porcjonalne i naodwrót*. 


4. Inne równania linji prostej. 


Uważajmy ogólne równanie linji prostej Z (6) i dowolnie obrany 
punkt P(a, b) tej prostej Odejmując obie strony równości (20) od 
obu stron równania (6) otrzymujemy równanie 


A(z — a) + By — b =0 (25) 


linji prostej przechodzącej przez punkt P. 


W szczególności równanie prostej przechodzącej przez począ- 
tek układu O jest 


Az + By=0. (26) 


Jeżeli mamy A 0 możemy napisać równanie prostej w po- 
staci (10), a kładąc 


s zg (27) 


mamy równanie 
z = my -+ p. (28) 


Taksamo jeżeli 3 4 0 możemy*napisać równanie prostej w po- 
staci (11), a kładąc 


A U 5 
«60 maz 29 
BEUT ARN #9) 
mamy równanie 
y=nz--q. (50) 


Liczby m, n nazywają się spółczynnikumi kątowemi (coefficient 
angulaire) prostej. Mamy 


AL i 20] (81) 
u sin $ 
—Bk_  sinę 
póżn, er sin (0 — 4) 
6* 
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W przypadku prostokątnego układu spółrzędnych i 0 = +5 


mamy 
m = cotgy, n=tgq. (32) 


Liczby p, g są odpowiednio równe odciętej punktu, w którym 
prosta (28) przecina oś z i rzędnej punktu, w którym prosta (29) 
przecina oś y. 

Spółczynniki kątowe m i n nie zależą od obioru kierunku 
dodatniego na prostej. 

Jeżeli prosta / przecina obie osie w punktach M, N odmien- 
nych od początku układu, mamy nierówności 


A+0, B40, C#0 


i równanie prostej napiszemy w postaci 


A B 
c” +gyt1=0 


a kładąc 
C © 
ag ==", b=— B (38) 
w postaci 
LAMS SĘ |< ET 
+1—1=0, (34) 


równania odcinkowego prostej, w którem a jest odciętą punktu M, 
zaś b rzędną punktu N. _ 


5. Punkt i prosta. 


Uważajmy dowolną prostą / o równaniu (6) i dowolny punkt P 
o spółrzędnych a, b. Obierzmy na prostej / dowolny kierunek do- 
datni o spółczynnikach X, u. Mamy więc wzory (19), w których e 
oznacza jednę oznaczoną z dwóch liczb -- 1 lub — 1. 

Przeprowadźmy ‘przez punkt P prostą /' prostopadłą do ł 


i obierzmy na niej kierunek dodatni zawierający kąt +3 z kie- 


runkiem osi } Niechaj X', u” będą spółczynniki tego kierunku na 
prostej /. Napiszmy równania parametryczne osi / 


z=a 4 Xd, y=b-ud, 
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gdzie d' jest odległość bieżącego punktu Q osi ř od P. Niechaj 
R(n) będzie punktem przecięcia prostych ¿il zaś 8 wartością we- 
ktora PR. Spółrzędne 6, ņ spełniają równanie prostej /. Mamy więe 


A (a +x?) + Ble + u'8) + C=0, 


a stąd 
+_ Aa Bc+-C 
dg 4 AX -- Bu (36) 
Ale mamy wzory 
P A cos © -H u. ,  kA-kucosb 
A =E- ——, kM SE— ——, 
KAD 3 sin ĝ 
a więc mamy 
e A—B cos $ 
ZW sion. ’ 37 
u A cosh — B (87) 
sin f, ft 
Stąd otrzymujemy 
s RER A - 348 cos 6 ++ 8t sta R 
ALE aaa sin— 6.8 TASA 
Otrzymujemy zatem na 5 wzór 
5— g sin H Aa + 8b + © 7 (38) 


R 


Nazwijmy odległością punktu P od osi l wartość & wektora PR. 
Odległości dwóch punktów P,, P, o spółrzędnych a, b, i ay, by 
od osi / są liczbami tego sąmego znaku, jeżeli te punkty leżą po 
tej samej prostej /, a liczbami znaków przeciwnych w przeciwnym 
razie. Odległość 8 jest proporcjonalna do wyrażenia 


da + Bb CE 


które otrzymuje się wstawiając spółrzędne a, b punktu P w lewą 
stronę równania prostej l. A więe punkty P,, P, są położone z tej- 
samej strony l jeżeli wyrażenia 


Aa, + By HC i Aa, + Bł, HC 


są tego samego znaku, a po stronach przeciwnych, jeżeli wyrażenia 
te są znaków przeciwnych. 
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Część płaszczyzny, dla której wyrażenie 
(Aa -+ Bb -+ ()sinf 

jest dodatnie nazywamy częścią dodatnią płaszczyzny, a drugą część 
częścią ujemną. 

Z równań parametrycznych (35) prostej /” otrzymujemy rów- 
nanie tej prostej rugująe d’ 

p(z — a) — A (y— b) =0, 
a wstawiając wyrażenia (37) na spółczynniki kierunkowe otrzymu- 
jemy równanie 
(A cos € — B) (x — a) + (4 — B cos b) (g — 5) = 0 

prostej prostopadłej do prostej (b) i przechodzącej przez punkt 
P(a, b). 

W przypadku układu osi prostokątnych, b = 15 gdzie y= + 1, 


otrzymujemy ze wzorów (37) 


ny A 3 B 

K=—Mz; EF=—5]Ę; (40) 
a równanie (39) przybierze postać 

— Bb(z — a) +- A(y — b) =0. (41) 


6. Równanie normalne prostej. 
Ze wzorów (37) możemy wyrazić spółczynniki A i B przez 
spółczynniki kierunkowe A',.u/. Mnożąc wzory te obustronnie przez 
1 i cos i dodając otrzymamy 


X + pcos = —esinb f 
i 


a mnożąc obustronnie przez cos, 1 i dodając otrzymamy 


X eos 0 -+ w = — e sin p 4 
Stąd otrzymujemy wzory 


= — = B x -+ u! cos b), 
(42) 


B= — AE: 
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Obierzmy we wzorze (38) jako punkt P początek O układu 
i oznaczmy odległość jego przez ò. Otrzymamy 


R' 


% = sin 
a stąd wyrazimy C przez ð w postaci 


sR 
>=" Ba- 43) 
sin ĝ (43) 
Zastępując w równaniu (6) prostej / 4, B, C przez wyrażenia 
dane wzorami (42), (43) otrzymujemy równanie 


(A! > p cos 0) z -4 (A' cos 0 -+ p’) y — 2, =0. (44) 


Równanie to nazywa się normalnem (équation normale). 
Zastąpmy w tem równaniu A, pw przez dostawy kierunkowe 
cos g', cos (6 — g') osi l’. Mamy (wzory 53 Rozdziału II.) 


cos g’ = X -+ p’ cos 9, 
cos (6 — g') = X cos O -|- p’. 


Otrzymujemy więc równanie normalne w postaci 
cos $' x -+ cos (6 — 9') y — 2, = 0. (45) 


Jeżeli na prostej / zmienimy kierunek dodatni na przeciwny, 
natenczas kąt 9” powiększy się o m, a równocześnie zmieni się kie- 
runek dodatni prostej (' na przeciwny, a więc zmieni się znak 
odległości OR na przeciwny. A więc równania (4+) i (45) pomnożą 
się przez — 1. 

Wyprowadzimy teraz w inny sposób równanie normalne pro- 
stej 7. Uważajmy linję łamaną zamkniętą OKR MAO, w której punkt 
M o spółrzędnych x, y jest dowolnie obranym punktem na prostej 
l, a punkt A jego rzutem na oś x równolegle do osi y. Rzutujmy 
tę linję łamaną na oś /” prostopadle do tej osi. Mamy wzór 


R, (OR) + E, (RM) + R, (MB) + R, (40) = 0, 


gdzie R, oznacza rzut na oś ľ. Przytem uważamy wektory OR, 
RM, MA i AO jako położone odpowiednio na osiach: V, /, na osi 
równoległej i równoskierowanej z osią y i na osi z. Mamy więc 
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R, (0E) = 0R = żę, 


k,(RM)=0, 
R, (MA) = — R,(AM) = — y cos (6 — 7), 
R, (40) = — E, (0A) = — zcosy. 


Otrzymujemy zatem 
õa — y cos (6 — g') — z cos ¢' = 0, 


czyli równanie normalne (45) prostej l. 


Fig. 9. 


W przypadku układu prostokątnego 8 = +- a równanie (45) 


przybiera kształt 
z cos g' -+ y sin g* — %, =0. (47) 


Pomiędzy dostawami kierunkowemi eos g', eos(8 — g')*zacho- 
dzi związek (52) H. Rozdziału 


cos? g' — 2 cos $' cos (Ô — $') cos 6 + cos? (O — p) =sin*. (47) 
Niechaj naodwrót dwie liczby u, v spełniają związek 


u? — 2 uv cos À -+ v? = sin? Ô. (48) 


www.rcin.org.pl 


89 


Każda z tych liczb co do wartości bezwzględnej nie jest 
większa niż 1, albowiem ze związku (48) u wyraża się przez v 
w postaci 


u = v cos ð + V1 — v? sin 0 
a v przez u w poslaci 
v = u cos 0 + V1 — u? sin 9. 
Obliczmy liczby ? i m z równań 


l -+ m cos 4 = u, 


łeosf -+ m = v. (49) 
Mamy 
|; — u— v cos H 
sin? HY 50 
__v— ucos(i (50) 
"=" o 
Pomiędzy / i m zachodzi związek 
l? -+ 2/m cos 6 -+ m? =1, (51) 


liczby te mogą być więc uważane jako spółczynniki pewnego ozna- 
czonego kierunku, którego dostawami kierunkowymi są liczby u i v. 
Jedna i tylko jedna z liczb u, v może być obrana dowolnie byleby 
nie większa co do wartości bezwzględnej niż 1. 

Jeżeli więc pomiędzy społczynnikami 4, B zachodzi związek 


A* — 2AB cos b -+ B! =sint6, (52) 
natenczas obliczamy kąt g' ze wzorów 
cosg = A, cos(l —q') = B. 


Ze wzorów (42) wynika 


eR = — sin b. 
A więc e= — 1, gdy sin6 jest dodatnie, a e= + 1 gdy sin ® 
jest ujemne. Ze wzoru (43) otrzymujemy 
b = — C. 


Równanie (6) prostej jest w tym przypadku równaniem nor- 
malnem. 
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7. Równanie prostej przechodzącej przez dwa dane punkty. 
Uważajmy prostą / przechodzącą przez dwa dane punkty 


P,(a,,b,) i P;(a;,b,) od siebie odmienne. Równanie prostej prze- 
chodzącej przez punkt P, ma postać (25) 


Alz — a) + Biy — bh) =0. 


Ponieważ prosta ? przechodzi przez punkt P,, więc mamy 
równość 


A(a, — a,) + B(b, — b) = 0 
istnieje więc liczba k od zera odmienna taka że mamy 


A= kib; — b), 
B = — kla — a,). 
Zatem równanie prostej / ma postać 
(x — a,) (by — bi) — (y — b) (a, —a,) =0. (53) 
Równanie to jest w istocie równaniem zupełnie oznaczonej 
prostej, przechodzącej przez punkt P, i P,, a więc mamy dowód 
analityczny, że przez dwa od siebie odmienne punkty przechodzi 


jedna i tylko jedna prosta. 
Równanie (53) możemy napisać w postaci następującej 


z(b, — by) — y (as — a,) — a, by + ab, =0. (54) 


8. Dwie linje proste. Dwa równania pierwszego stopnia 
o dwóch niewiadomych. 


Uważajmy dwie dowolnie obrane linje proste /,, ł, na płasz- 
czyźnie o równaniach 
Az + By +- G = 0, 
Ax -+ Bzy + 0; =0. 
Nie obie liczby 4,, B, równocześnie równają się zeru i taksamo 
nie obie liczby 4,, B, równocześnie równają się zeru. 
Do układu dwóch równań (55) należy pewna macierz M, tj. ta- 
bela utworzona ze spółczynników tych równań, a mianowicie macierz 


4, B, G 
PA E 


í 55) 


M= 


(56) 
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Wiersze tej macierzy utworzone są odpowiednio ze spółczynników 
pierwszego i drugiego równania, a kolumny macierzy są utworzone 
odpowiednio ze spółczynników przy z, przy y i z wyrazów wol- 
nych równań (50). Macierz taka nazywa się macierzą równań dwóch 
prostych. 

Z trzech kolumn macierzy M możemy utworzyć trzy kombi- 
nacje dwóch kolumn, a mianowicie 1-szej i 2-giej kolumny, 2 giej 
i 3-ciej, B-ciej i 1-szej kolumny. Przytem uważamy liczby 1, 2, 3 
jako następujące po sobie w porządku cyklicznym tj. po liczbie 3 
następuje liczba 1. Otrzymujemy w ten sposób trzy macierze o dwóch 
wierszach i dwóch kołumnach 


A, B B, C C d 
14 1 ; | 1 dy (57) 
A, B, B, C, Cy 4, 


Są to macierze kwadratowe tj. o równej liczbie wierszy i kolumn. 
Macierze kwadratowe nazywamy wyznacznikami, a mianowicie w na- 
szym przypadku wyznacznikami drugiego stopnia. Wyznaczniki (5%) 
nazywamy wyznacznikami nuależącemi do równań (55) i oznaczamy 
je odpowiednio literami y, x, 8. Liczby A, B. C nazywają się ele- 
mentami macierzy. 


Wartością wyznacznika drugiego stopnia 
4, B, 
A, B, 


nazywamy wyrażenie 
A, B4—A4, By. 
Oznaczając więc wartość wyznaczników (57) temi samemi literami 
co same wyznaczniki mamy 
z = B,C, — B,(4, 
p = QA, — OQA, (58) 
t =4, By — A, B,. 
Widoczna, że wartość wyznacznika zmieni się na wartość 
o znaku przeciwnym jeżeli albo przestawimy oba wiersze wyzna- 
cznika albo obie kolumny 
Pomiędzy liczbami «æ, $. y a elementami wyznaczników (57) 
mamy następujące związki 
x4, + BB, ++ yC, =0, 


59 
zA, +88, + YG =0. (59) 
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W ustępie 3 otrzymaliśmy warunki (24) konieczne i wystar- 
czające, aby równania (55) przedstawiały tę samą linję prostą. Ze 
wzorów (08) na wartości wyznaczników (57) widzimy, że koniecz- 
nym warunkiem, aby równania (55) przedstawiały tę samą prostą 
jest, aby wszystkie te wyznaczniki miały wartość zero. Warunki 
te są też wystarczające. W istocie, niechaj np. 4, będzie od zera 
odmienne. Ze związku 

4, B, — 4, B, =0 


wynika, że i A; jest od zera odmienne, inaczej A, i B, byłyby 
równocześnie zero. Kładąc 


* =kp0 

dy 

otrzymujemy żę 
B,—= kB,, 


a ze związku 
Cid — 044, =0, 
otrzymujemy 
(,=kQ,. 
a więc zachodzą warunki (24). 

Dwie proste ł,, l mogą mieć względem siebie trojakie poło- 
żenie. 1) Są od siebie odmienne i przecinają się. 2) Są od siebie 
odmienne i równoległe do siebie. 3) Zlewają się ze sobą. W pierw- 
szym przypadku równania (49) mają jeden jedyny wspólny układ 
pierwiastków z, y. W drugim przypadku równania te nie mają 
żadnego wspólnego układu pierwiastków. Wreszcie w trzecim przy- 
padku równania te mają nieskończenie wiele wspólnych układów 
pierwiastków, a mianowicie każdy układ pierwiastków spełniający 
jedno dowolne z tych równań spełnia i drugie równanie. 

Widzieliśmy, że warunkiem koniecznym i wystarczającym, 
aby zachodził trzeci przypadek jest, by wszystkie trzy liczby a, 3, y 
były równe zeru. Przypuśćmy teraz, że zachodzi przypadek pierw- 
szy i niechaj 5, y będzie wspólny układ pierwiastków równań (55). 
Uważajmy równości 

A,Ę + B,y + C, = 0, 
A+ + B,r + Ce =Q 


i pomnóżmy je odpowiednio przez B,, — B,, a następnie dodajmy 
je do siebie. Otrzymamy 
+4—a=0. 
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Tak samo pomnóżmy równości te przez — 44, 4, i dodajmy 
je do siebie. Otrzymamy 


1 —B=0. 
y jest od zera odmienne, albowiem gdyby było y = 0 musia- 


łyby zachodzić równości 
a= ĝ 0 


i mielibyśmy przypadek trzeci. Zatem warunkiem koniecznym aby 
zachodził pierwszy przypadek jest by wyznacznik y był od zera 
odmienny. 

Warunek ten jest wystarczający. W istocie jeżeli warunek 
ten jest spełniony, wielkości 
x 


Ę= 


(60) 
Ea; 
= 
Yy 
spełniają równania (55), albowiem mamy 
w p r 1 o , 
h7+ B 7 + 5-7 (4,2 + B,8 +- (,y) F0, 
Y Y yi 
; 1 
Ay 7 +2: > += y (4,2 + Bap + Gy) = 0. 


Jeżeli więc mamy y= 0, natenczas mogą tylko zachodzić 
przypadki drugi i trzeci. Aby zachodził przypadek drugi potrzeba 
i wystarcza aby przynajmniej jedna z liczb a, $ była od zera od- 
mienna. 

Dochodzimy zatem do następującego rezultatu: 

Twierdzenie 3. „Dwie linje proste przecinają się, są do 
siebie równoległe od siebie odmienne lub zlewają się ze sobą za- 
leżnie od tego czy y +0, czy y =0, ale nie obie liczby «, ß są 
równe zeru. lub czy wszystkie trzy liczby «, ß, y, równają się 
zeru. Równania (55) tych prostych mają jeden jedyny układ roz- 
wiązań, nie posiadają żadnego układu rozwiązań lub posiadają nie- 
skończenie wiele układów rozwiązań przyczem każdy układ roz- 
wiązań spełniający jedno dowolne z tych dwóch równań spełnia 
i drugie równanie, zależnie od tego czy zachodzi pierwszy, drugi 
czy też trzeci przypadek odnośnie do wartości wyznaczników 
a, Biy" 
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Dwa równania (55) pierwszego stopnia są od siebie niezależne, 
jeżeli niema stałej k od zera odmiennej, dla której zachodzą rów- 
ności (24), w przeciwnym razie nazywają się zależne od siebie. 
A więc w pierwszym i drugim przypadku, równania te są od siebie 
niezależne, a w trzecim przypadku równania te są od siebie zależne. 

Dwie proste l, /, nazywają się niezależne od siebie lub za- 
leżne; zależnie od tego czy ich równania (55) są od siebie nieza 
leżne, czy też są zależne A więc dwie proste zależne zlewają się 
ze sobą i naodwrót. 

Łatwo bezpośrednio skonstatować, że warunkiem koniecznym 
i wystarczającym równoległości dwóch prostych jest y = 0. W istocie, 
jeżeli à, ją są spółczynniki pewnego kierunku na linji prostej 1,, 
a dą, H spółczynniki pewnego kierunku na prostej /, mamy 


A; = k, Au: B, = — ŁAP W 
A+=kh. Bi = — kąta, 


gdzie k,, ką są pewne dwie liczby od zera odmienne. A więc stąd 
otrzymujemy 


A, B, — A,B, = — ky ką (3%, je — Aa fi). 


Zatem y obraca się w zero równocześnie z A, ję — A $. 
Mamy więc warunek równoległości 


A, B, — A,B, =0. (61) 


Tak samo otrzymamy warunek konieczny i wystarczający 
prostopadłości dwóch prostych wyrażony przez spółczynniki rów- 
nań (55) obu prostych. Mamy warunek konieczny i wystarczający 


hy Aa H (Ài pa + Aapa) cos O -H 2a pa = O, 


a wstawiając wyrażenia na spółczynniki kierunkowe otrzymujemy 
warunek prostopadłości 


A, A, — (A,B, + A, B,) cos 4 -+ B, B, = Ô. (62) 


W szczególnym przypadku układu prostokątnego spółrzędnych 
warunek ten przyjmuje postać ; 


A,A, + B, B, =0 
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9. Peki linij prostych. 


Uważajmy dwie proste /,, ł4 o równaniach (55) i załóżmy, 
że zachodzi pierwszy przypadek tj. y 4+ 0. Niechaj £, ⁄ będą spół- 
rzędne punktu P przecięcia obu prostych. Możemy równania (55) 
napisać w postaci 

A, (z — 6) + Bily — 1) =0, 
A, (z — ©) + B;(y — m) =. 


Pomnóżmy równania (55) przez dwie dowolne liczby k,, ką nie 
obie równe zeru i dodajmy je do siebie. Otrzymamy równanie 
k,(4,2 + Biy + C)+ 6,(4,x |- Biy + (,)=0, (68) 
albo równanie 
(k Ay > ka Aa) -+ (k, B, -+ k, B.jy + ky, + kę O 20. (64) 


` Równanie to jest równaniem pewnej oznaczonej prostej, prze- 
 chodzącej przez punkt P albowiem nie oba spółezynniki przy z i y 
równają się równocześnie zeru. Uważajmy dowolną prostą / prze- 
chodzącą przez punkt P o równaniu (6) 


Ar -+ By --C=0. 


Równanie to możemy napisać w postaci 


A(z — 6) -+ By — 4) =0. 

Warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby równanie to 
dało się napisać w postaci (64) lub (65) jest istnienie dwóch liczb 
kı, ką spełniających równania 

kidy + ks 4, = A, - 
k, B, + k, B, = B. (65) 


Ale ponieważ y 4+0 więc istnieje jeden jedyny układ liczb 
spełniających te dwa równania i na nie mamy wzory 


A B; 1 A,B 


Y 
E, E N E, (66) 
= MILJAW: ° 


Istnieje więc jeden jedyny układ liczb nie obu równych zeru 
tak, że zachodzą trzy równości 


ky == 
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kid, > kędy = 4, 
k,B, + kB, = B, (67) 
k 0, ps ką4C; = C. 


Zbiór prostych przechodzących przez punkt P tworzy jak 
wiemy z rozważań ustępu 1. Rozdziału II. pek prostych o wierz- 
chołku P. Dwie dowolne od siebie odmienne proste l, l pęku 
wyznaczają w zupełności ten pęk, a równania (63) lub (64) przed- 
stawiają wszystkie proste pęku i tylko te proste, Możemy zatem 
każde z nich nazwać równaniem peku prostych. Rów nanie (63) na- 
zywamy linjową kombinacją równań (55) obu prostych, a ky, ką 
parametrami równania (63) pęku. 


10. Symboliczne oznaczanie równań prostych. 


_ Lewą stronę równania (6) linji prostej można oznaczyć jedną 
literą L, pisząc symboliczne równanie linji prostej w postaci 


L =0. (68) 
Możemy więc równania (55) napisać symbolicznie w postaci 
L=0, Lą=Q, 
a równocześnie (63) symbolicznie w postaci 
ką Ly +k lą 20. 
Tożsamość lewych stron Ł i L’ dwóch równań 
LEM ZB 
oznacza się symbolicznie w ten sposób 
L= LL. 


A więc jeżeli równanie (68) jest równaniem prostej (63) pęku 
(P) możemy napisać symboliczną tożsamość 


L==k,L, + ką Ty, (69) 


równoważną trzem równościom (67). 
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11. Dwusieczne dwóch prostych przecinających się. 


Uważajmy znów dwie proste /,, łą przecinające się w punk- 
cie P. Pomiędzy prostymi pęku (P) szczególnie ważne są proste, 
połowiące kąty jakie proste l}, l, zawierają ze sobą, tj. dwusieczne 
(bisectrices) kątów. 

Proste te, 5 i A posiadają tę własność. że ich punkty są 
równo oddalone od obu prostych /, i l}. Wyprowadzimy ich rów- 
nania opierając się na tej ich własności. 


Fig. 10. 


Uważajmy więc punkt M na płaszczyźnie i załóżmy że punkt 
ten jest równo oddalony od obu prostych /, i l}. Obieramy na 
prostych tych kierunki dodatnie o spółczynnikach kierunkowych 
M, gy 1 dą, H. Mamy 


B., A 
WE qq", MART 

kJ J 3 1 1 , 
K, È, 
L=, p= 

— — » „TĘ == wą . 
F, R, 

Geometrja analityczna na płaszezyznie. 7 
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Odległości 2, = MA, i 8, = MA, punktu M od prostych ły, łą 
na osiach przechodzących przez ten punkt i zawierających * 


u a Mi 
+5 z osiami /,, l są 


Az +- B,y + G 
h, j 

Ayr + Bzy +G 
R, i 


8, = g, sin ý 


ĉ, = s sin f 


Mamy więc dla punktu M warunek 


w 


1 = Nê, 
gdzie ņ = 4} 1 albo — 1. 

Otrzymujemy zatem dla miejsca geometrycznego punktów M 
równanie 


aain od hak — hh Ta ai = 9, (70) 
1 


przedstawiające dwie linje proste. Znakowi ņ =-- 1 odpowiada na 
figurze (10) prosta /,, na której położony punkt M” posiada odleg- 
łości M" A”, i M” A”, równych znaków. Znakowi y = — 1 odpo- 
wiada na figurze prosta /,, na której położony punkt M’ posiada 
odległości M'A;, M'A, znaków od siebie odmiennych. Że proste 
LAPIE są dwusieczne kątów jakie proste l, łą ze sobą zawierają 
można też łatwo skonstatować rachunkiem opierając się na wzorach 
Rozdziału II. wyrażających funkcje trygonometryczne kątów da- 
nych kierunków przez ich spółczynniki kierunkowe. 


12. Pęki niewłaściwe linij prostych. 


Uważajmy dwie linje proste h, l o równaniach (55) i za- 
łóżmy, że zachodzi przypadek drugi, tj. że te proste są od siebie 
odmienne i do siebie równoległe. Niechaj k,, ką będą dwie dowolne. 
liczby nie obie równe zeru. Mamy 


(kı A, + k, 4,) B, — (k, B, + k, B,) Ay = ki (A, B — A,B.) =0, 
(ky A, + kr 44) B, — (ki B, + ks B,) A, = —k, (A, B, — A,B,)=0 
Prosta / przedstawiona równaniem (64) jest więc równoległa 


do prostych 2, i l. Wyjątek zachodzi w przypadku, gdy mamy 
równocześnie 
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W przypadku tym mamy 
k, Ci + k4Ć, E0 
w przeciwnym bowiem razie wszystkie trzy wyznaczniki a, 6, y 
równałyby się zeru. 
Uważajmy teraz naodwrót prostą o równaniu (6) równoległą 
do prostych l, ły. 
Mamy więc 
AB, — A,B =0, 
A B, zz A> B = 0; 


Udowodnimy, że istnieje jeden jedyny układ dwóch liczb k,, ką 
nie obu równych zeru spełniających warunki 
J 


ky A, $ ky d; = A, 
k, B, + k; B, = B, (71) 
k,C, + kO = C, 
Załóżmy Á; +0. Wówczas mamy też 4, + 0, 4-0. Uwa- 
żajmy pierwsze i trzecie równanie (71) 


kd, + 4444 = À, 
ky, + haO =C. 


Te dwa równania pierwszego stopnia o dwóch niewiadomych k,, k, 
posiadają jeden jedyny układ rozwiązań. W istocie wyznacznik 
przy niewiadomych 

A, O; — 440; 
jest od zera odmienny, albowiem w przeciwnym razie z równości 


A,B, — 4,B, =0, 
4,0, — 4,0, =0 


otrzymalibyśmy mnożąc te równości przez (,, — B, i dodając do 
siebie 
4, (BC, — B, C) =0, 
a więc 
B,C, — B, 0 =0. 
Zatem wszystkie trzy liczby a, B, y równałyby się zeru, co nie 
zachodzi. 
7. 
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Mamy więc na k, kę wzory 


Wartości te na k,, ks spełniają drugie równanie 
11) Mt) P JĄ o 


k, Bı -++ k; B; = B, 
albowiem mamy 
— A(B, C, — B:C,) -+ €(448, — A, Bi) = — A (B,C; — B;C,) = 
= — B(A, 0: — 4,6) = pB. 


Uogólnimy teraz poprzednio wprowadzone pojęcie pęku pro- 
stych. A mianowicie nazwiemy pękiem niewłaściwym zbiór wszyst- 
kich prostych do siebie równoległych, nazywając pękami właściwymi 
pęki dotychczas uważane. Widzimy, że wszystkie proste pęku nie- 
właściwego i tylko te proste można przedstawić równaniami (63) 
lub (64), z których każde można nazwać równaniem peku niewłaści- 
wego prostych, a k,, k, parametrami pęku niewłaściwego. 


13. Trzy linje proste. Trzy równania pierwszego stopnia 
o dwóch niewiadomych. 


Uważajmy teraz trzy dowolnie obrane proste na płaszczyźnie 
lL, łę, z. Mogą one względem siebie zajmować rozmaite położenia. 
Zależnie od tego, czy.pewne z tych prostych zlewają się ze sobą 
czy też nie i czy pewne z nich są do siebie równoległe czy też 
nie możemy odróżnić następujących 7 przypadków: 
I. Wszystkie proste zlewają sie ze sobą. 
II Dwie proste zlewają się ze sobą a trzecia jest odmienna i do 
nich równoległa. 
III. Dwie proste zlewają się ze sobą a trzecia je przecina. 
IV. Wszystkie proste są od siebie odmienne i do siebie równo- 
ległe. 
V. Dwie proste są do siebie równoległe i odmienne, a trzecia 
je przecina. 
VI. Wszystkie proste przecinają się w jednym i tymsamym punkcie. 
VII. Wszystkie proste przecinają się w trzech od siebie odmiennych 
punktach. 
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Uważajmy równania trzech prostych w postaci 


A,r + By +0, =0, 
Ax | Biy + C(, =0, (42) 
Az -- By +G =0. 


Równocześnie z równaniami tymi uważamy wyznacznik trze- 
ciego stopnia tj. wyznacznik W o trzech wierszach i trzech kolum- 
nach utworzony ze spółczynników tych równań jako elementów 


A, B; ©, 
W=| 4, B, G (73) 

4, B, G 
Będziemy przyjmowali porządek cykliczny następstwa prostych 
l, łą, lg, tj. po prostej l, następuje prosta l. Mamy trzy macierze 

trzech par prostych ls, ł4; łą, hi hs łą 

d B ©; 
4, B, Cz |” 


A; By G 
4, B, G 


4, B, O 
Bf, == M, = AEE 
x : AB, © 


(74) 


| M, = 


otrzymujące się przez przekreślenie w wyznaczniku W odpowiednio 
wierszy l-go, 2-go i 3-go. Do macierzy tych należą odpowiednio 
wyznaczniki 

Zi, Bis fa) Qes Ba; Tai As, Psy Yas (15) 


które się otrzymuje z macierzy (74), przekreślając odpowiednio 
kolumny 1-szą, 2-gą, 3-cią. 

Wyznaczniki drugiego stopnia (75) otrzymuje się więc z W 
przekreślając po jednym wierszu i po jednej kolumnie. A miano- 
wicie należy po przekreśleniu wiersza uporządkować cyklicznie 
pozostałe wiersze i tak samo należy postąpić po przekreśleniu ko- 
lumny. Przekreślony wiersz i przekreślona kolumna posiadają jeden 
element wspólny, a wyznacznik drugiego stopnia otrzymany przez 
przekreślenie tego wiersza i tej kolumny i po uporządkowaniu 
cyklicznem pozostałych nazywa się minorem należącym do wspól- 
nego elementu. A więc wyznaczniki (75) są odpowiednio minorami 
należącymi do elementów 


dı, Bi, Q; 44, Bn Gi As Bi, Os 


Jeżeli w wyznaczniku W przekreślimy ż* wiersz i j“ kolumnę, 
gdzie i, j są to pewne z liczb 1, 2, 3, natenczas otrzymany wy- 
znacznik drugiego stopnia ma albo tęsamą wartość co odpowiedni 
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minor, albo też różni się od wartości minora znakiem. A miano- 
wicie dla elementów 4,, C,, 43, Cs, wyznacznik jest bezpośrednio 
minorem. Do elementu B, należy wyznacznik różniący się od od- 
powiedniego minoru zarówno porządkiem wierszy jak i porządkiem 
kolumn, a więc mający tę samą wartość eo minor. Nareszcie do 
elementów B,, 4,, Ca, B, należą wyznaczniki różniące się znakiem 
od odpowiednich minorów. 

Wyprowadzimy teraz pewne podstawowe związki zachodzące 
pomiędzy minorami i elementami wyznacznika W. 

Utwórzmy sumę 


Sy 74,4, + B, 8, + GY 
gdzie i, j są dwie różne od siebie liczby z pośród liczb 1, 2, 3. 
Widoczna że te sumy mają wartość 0, albowiem są to sumy ilo- 
czynów minorów należących do jednej z macierzy (71) przez ele- 
menty jednego z wierszy tej macierzy. 
Uważajmy teraz sumy 


Sa = 4a, +- B,ż, + Cya 
gdzie i jest jedną z liczb 1, 2, 3. Sumy te można napisać w postaci 


ABC — BaC zn) + BC Ag — 4244) + 
+ G(44 Bys => Aa Bea), 
gdzie i-|- 1 jest tą z liczb 1, 2. 3, która w porządku cyklicznym 
następuje po ż, a i- 2 tą z liczb 1, 2, 3, która w porządku cy- 
klicznym następuje po i+ 1. Każda z tych sum składa się z 6 
składników, a każdy składnik jest iloczynem trzech spółczynników 
4, B, C. Składniki te przechodzą w siebie, jeżeli przestawimy cy- 
klicznie A, B, € w B,C 4; B GA w 0,4,Bi 0 A,B 
w 4, B, C. Trzy składniki mają znak --a trzy znak —, Prze- 
stawienia poprzednie liter A, B, C są równoważne przestawieniom 
wskaźników przy 4, B, © a mianowicie w składnikach dodatnich 
permutacja 
iit +2 
przechodzi kolejno w permutacje 
1-2, i, i-- 1; 1-1, 1--2, i; i 1-1, 1-2, 
a w składnikach ujemnych permutacja 


14-91-51 
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przechodzi kolejno w permutacje 
i-+ 1,6, 1-2; i+2,i+li; 112,11. 

Stąd wynika, że wyrażenie Ś, nie zmieni się, jeżeli zastą- 
pimy ¿ przez i+ 1 lub przez ż + 2, a tylko jedne składniki prze- 
chodzą w drugie. 

Wyrażenie to oznaczymy przez S. Mamy 


S = A (Bea Cira — Boa Caa) — Azal Bira l, — B, Ciya) + 
+ Arpal B: Oiya — Bep: C); 


S = A, t -H Ay 4 H Ay 23. 
Przestawiając litery 4, B, © cyklicznie otrzymamy 


S= B, B + B, fą -+ Bs Bs, 
S= CY: + ©: + OsYs 


Uważajmy teraz trzy proste /, i załóżmy, że zachodzi przy- 
padek I. Wiemy, że wówczas wszystkie minory drugiego stopnia 
(75) równają się 0. Ale jeżeli z trzech par dwóch prostych, które 
można utworzyć z trzech danych prostych dwie pary mają proste 
zlewające się ze sobą, natenczas zlewają się ze sobą i proste trzeciej 
pary. Zatem jeżeli a,, Bi, Yı i Ze, Be, Ya równają się zeru, równają 
się również zeru «,, Bs, Yą. Można to też łatwo udowodnić rachun- 
kiem. Ponieważ mamy 


a więc mamy 


a, =P, = y =0, 
więc istnieje liczba k, + O taka, że zachodzą równości 
Amkan A kB O= kC. 
Ponieważ dalej mamy 
a =p, =y =], 
więc istnieje liczba kę + O taka, że zachodzą równości 


d= kd, By=k B, QO =k0. 
Zatem kładąc 


k =- 
k, ką” 
otrzymujemy równości 


A ZkA, B=kB, (=KkQ,. 
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as = z = y =0. 


Załóżmy teraz, że zachodzi przypadek II. i że proste /, i 4, 
zlewają się ze sobą. Mamy wówczas 


dy = fs = Ya = 0, 
h = y, = 0. 


Nie obie wielkości a, i $, równocześnie równają się zeru i tak 
samo nie obie wielkości a, i $, równocześnie równają się zeru. 
Zresztą z równości 


4, =f, = Ys =0, 
a, = 0, 
wynika 
a = 0, 
albowiem z równości 
gą = qj =() 


wynika albo 


a, = 0 
albo 
( B, = (4 20 
więc z równości 
Pa =y =0 
wynika 
B, = 0, =0, 
więc znów mamy 
% ==(). 


Tak samo ż,=0 pociąga za sobą f, =0, jeżeli trzy minory 
æ, Bas Ys 54 równe zeru. 

Jeżeli dwie pary wśród trzech par prostych, które można 
utworzyć z trzech prostych mają proste do siebie równoległe, na- 
tenczas są do siebie równoległe i dwie proste trzeciej pary. Zatem 
jeżeli dwie z trzech wielkości 4,, Yə, Ys równają się zeru, naten- 
czas równa się zeru i trzecia wielkość. Dowód analityczny zawarty 
jest w poprzednich rozuimowaniach. 

Załóżmy teraz, że zachodzi przypadek III i że proste 1,, , 
zlewają się ze sobą. Mamy teraz 


©; sz a = Ya = 0, 


nO nHO. 
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Warunki konieczne i wystarczające, aby zachodził przypa- 

dek IV. są następujące 
h =Y =Y, =0 

i przynajmniej jedna z liczb każdej z trzech par a,, fi; 4, Ba: 
«;, Ža jest od zera odmienna Zresztą znikanie dwóch wielkości y 
pociąga za sobą jak widzieliśmy znikanie trzeciego y. 

Załóżmy. że zachodzi przypadek V. i że proste /,, /, są do 
siebie równoległe, a prosta /, je przecina. Mamy teraz 


nie obie wielkości x,. 4, równają się zeru. 

W przypadkach VI. i VII. żadna z wielkości y nie równa się 0. 
Załóżmy, że zachodzi przypadek VI., a więe istnieje układ war- 
tości $. 7 spełniających równania (12) Mamy więc 


A, + Bb, + 0, =0, 


A,  B,y + G =0, 
A,Ę + B,’ + C, = 0. 


Mnożąc równości te obustronnie przez Yy. Yə, Ty i dodając otrzy- 
mujemy równość 


(47 r 437: +H Aiya) + (By; + Byt; + Bays) + 
T 67 t Ceti + OY = 0. 


Spółczynniki przy 6 i yy są to sumy iloczynów elementów 
jednej kolumny wyznacznika W przez minory należące do innej 
kolumny Każda taka suma ma wartość zero. W istocie uważajmy 
wyznacznik 

A As As 
W= | B, B, B, |j, (76) 
Qi G G 


który otrzymuje się z wyznacznika W zamieniając wiersze tego 
wyznacznika na kolumny. a kolumny na wiersze i zachowując 
porządek w jakim wiersze i kolumny w wyznaczniku W po sobie 
następują, Wyznacznik taki nazywa się przestawionym lub transpo- 
nowanym wyznacznikiem wyznacznika W. Widoczna, że minory 
należące do elementów tego wyznacznika równają się minorom 
należącym do tych samych elementów w wyznaczniku W, albowiem 
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różnią się od tych minorów tylko tem, że wiersze i kolumny mi 
norów wyznacznika W są przestawione. Zatem sumy iloczynów 
elementów pewnego dowolnego wiersza wyznacznika IV' przez 
minory należące do elementów pewnego również dowolnego wiersza 
tego wyznacznika równają się minorom iloczynów elementów pew- 
nej kolumny wyznacznika W przez minory należące do elementów 
pewnej kolumny tegoż wyznacznika. Oznaczając przez Ś/ sumę 
dla wyznacznika W” analogiczną do sumy 8, dla wyznacznika IV 
mamy 
„ss 0 
jeżeli ¿ + j, jeżeli zaś i = j mamy 
Otrzymujemy więc warunek 


Bie= (U), 


Zatem warunki konieczne i wystarczające, aby zachodził przy- 
padek VI. są 
n #0, FO, Ts=FO, 
S= 0. 


a warunki konieczne i wystarczające, aby zachodził przypadek VII. są 


M0. YsFO, FO 
S0. 


W przypadkach I—-IV. wyznacznik W ma wartość zero. 
Jedyne przypadki, w których SÆ 0 są przypadki VII. i V. 
W istocie, gdyby w tym ostatnim przypadku było §= 0. mieli- 
byśmy równo ci 

Alif +H 4472 =0, 
Biyi + Baya = 0, 
Ciy + C Ye = 0. 


Mnożąc pierwszą równość przez (,, trzecią przez — Á, i do- 
dając je do siebie otrzymujemy 


(4; Cę — 4; Ciy: = 0, 


a mnożąc drugą równość przez C, trzecią przez — B, i dodając 


mamy 
(B, Cs — B,(4)y, 20. 
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Zatem albo mamy 
a; = ds =0, 


albo też y, ==0, a więc i r =0. Ale w obu razach nie mógłby 
zachodzić przypadek V. 

Zwróćmy się teraz do rówuań (42). Widzieliśmy, że wa- 
runkiem koniecznym aby te trzy równania o dwóch niewiadomych 
miały przynajmniej jeden układ pierwiastków jest S= 0. Jeżeli 
przynajmniej jeden z minorów y jest od zera odmienny, natenczas 
istnieje jeden jedyny układ €, y pierwiastków tych równań. W istocie 
niechaj np. będzie y, + 0. Wówczas pierwsze i drugie równanie 
(12) mają jeden jedyny układ pierwiastków wspólny i mamy wzory 


Xg >s 
š r — | 


Ys Ys 


E= 
= 
Pierwiastki te spełniają i trzecie równanie, albowiem mamy 


e + 1 
4,5 + By + Cs = — (Asa + B;3; + CY) = 0. 
is 


Jeżeli wszystkie trzy minory y są równe 0, natenczas wa- 
runkiem koniecznym i wystarczającym aby istniał układ pierwiast- 
ków równań (72) jest, aby wszystkie minory (75) równały się 0. 
Wówczas każdy układ pierwiastków jednego dowolnego z tych 
równań spełnia dwa pozostałe równania. Mamy więc nieskończenie 
wiele układów pierwiastków równań (72). Rezultaty te są oczy- 
wiście zgodne z rezultatami otrzymanymi przy dyskusji położeń 
wzajemnych trzech prostych 4,. 

Jeżeli mamy SÆ 0 i żaden z minorów y; nie równa się zeru, 
trzy proste przecinają się w trzech od siebie odmiennych punktach 
P,, P,, P, na których spółrzędne mamy wzory 


z = dą 7, = M 

7 "EDT 

z dą P: 

5. am - Na == 77 
s Ya i2 Ya’ ( ) 
z žy 3 

Ca == — , r EE 

3 Ya (LI) Ya 


Otrzymane rezultaty możemy zawrzeć w następującej ta- 
beli : 
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Warunki konieczne i wystarczające : Stąd wynika : Wspólne punkt 
L a=fpzy,=(), zs, = ja F0, 2; =p, =y; =0, $=0, Cała prost 
MN. a,=f,qv;=9, y„=0, r =D, 8=0, Niema. 
a, albo $, #0. æ, albo 8, 40. 
Ii a,=f,=qyj =0, y, =0, 7 HE 0, S=0, Jeden, 
IV. veh =0, a, albo $,=E0, =, S=0, Niema. 


æ, albo B, #0, 
a, albo 6, Æ 0, 


W. 14 =0, Ye #0, a, albo B, Æ 0, 1 #0, S-=0, Niema. 
VL NE Ys=EQ, vy; 0, 5S=0. Jeden. 
VIL. 7,-k0, vy; EO, y,=E0, S-EQ. Niema. 


14. Zależność i niezależność trzech równań pierwszego sto- 
pnia o dwóch niewiadomych Zależność i niezależność trzech 
prostych. 


Uważajmy znów równania (12) trzech prostych. Równania te 
nazywają się załeżne od siebie, jeżeli istnieją trzy liczby k,, ką, ką 
nie wszystkie równe 0, takie, że jeżeli te równania pomnożymy 
przez te liczby i dodamy do siebie otrzymamy identycznie 0. Rów- 
nania nazywają się niezależne w przypadku przeciwnym. Trzy proste 
nazywają się w pierwszym przypadku zależne od siebie, w drugim 
przypadku niezależne. 

Aby więc równania (72) były zależne potrzeba i wystarcza, 
aby istniały trzy liczby k,. i=1,2,3 nie wszystkie równe 0 speł- 
niające równania 

A, k + Arka + Asks = 0, 
B,k, + B,k, + Baky =0, (18) 
Ciki + Ciki + Oska =0: 


Są to trzy równania jednorodne o trzech niewiadomych. Wa- 
runkiem koniecznym, aby liczby k; istniały, jest aby wyznacznik 
tych równań, tj. wyznacznik W” miał wartość 0. W istocie, mnożąc 
te równania odpowiednio przez minory należące do elementów 
pierwszego wiersza wyznacznika W i dodając otrzymamy 


Sh =0., 
i tak samo otrzymamy 


Sky =0, Sk =0. 
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Warunek S=0 jest i wystarczający. Zachodzić tu mogą 
2 przypadki: 1. Nie wszystkie minory drugiego stopnia wyznacznika 
W są równe 0. 2. Wszystkie minory. są 0. W przypadku 1. uwa- 
żamy takie dwa równania (78) którym odpowiada minor od zera 
odmienny. Jeżeli przynajmniej jeden z minorów y jest =E0, na- 
tenczas uważamy l-sze i 2.gie równanie. Wzór ogólny na układy 
liczb k, spełniających te równania można napisać w postaci 


ki =p, ką = pya, kg = PY3 


gdzie p jest dowolna liczba i te wartości na k, spełniają i trzecie 
równanie (78). Tak samo jeżeli jeden z minorów x względnie mi- 
norów 3 jest od zera odmienny, otrzymamy najogólniejsze rozwią- 
zanie równań (78) w postaci 


ki = pm, (=p, ky = pa, 
względnie 


W 2. przypadku uważamy to z dwóch pierwszych równań (78), 
którego nie wszystkie spółczynniki są równe 0. Możemy rozwiązać 
to równanie względem niewiadomych obierając dwie z liczb k, zu- 
pełnie dowolnie. Jeżeli np. 4, 4# 0 natenczas otrzymamy 


l 
ką =— A (ką Ay -+ ką dy). 


W ten sposób otrzymane układy wartości na niewiadome spełniają 
pozostałe dwa równania, ałbowiem wszystkie minory drugiego sto- 
pnia równają się zeru, więc spółczynniki B, i C, są proporcjonalne 
do spółczynników AÁ.. 

Zatem trzy proste /, są zależne w przypadkach I—IV i VI, 
zaś niezależne w przypadkach V i VII Mianowicie w przypadku I 
każde 2 proste są zależne i dwie z liczb k, można obrać dowolnie, 
u w przypadkach II, III, IV i VI tylko jednę liczbę k; można 
cbrać dowolnie. Jeżeli jeden z minorów œ, $,, y, jest od zera od- 
mienny, natenczas k, można obrąć dowolnie. 

Prosta ł,, której odpowiada liczba k; od zera odmienna na- 
zywa się zależną od prostych pozostałych, a jej równanie zależnem 
od równań pozostałych. Spółczynniki 4,, B,, G są wówczas linjo- 
wymi kombinacjami spółczynników dwóch pozostałych równań. 
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Możemy więc wypowiedzieć 

Twierdzenie 4: „Trzy proste są zależne od siebie lub nie, 
zależnie od tego czy wyznacznik W ma wartość zero, czy też nie. 
Jeżeli S=0, ałe nie wszystkie minory drugiego stopnia równają 
się zeru, natenczas nie wszystkie trzy proste są od siebie zależne, 
a prosta l, dla której przynajmniej jeden z minorów a,, B; Y, jest 
od zera odmienny, jest zależną od dwóch innych prostych. Jeżeli 
wszystkie minory drugiego stopnia równają się zeru, natenczas 
każde dwie proste są od siebie zależne“. 


15. Cztery proste na płaszczyźnie. System linij prostych 
na płaszczyźnie. 


Uważajmy trzy proste l, /,, łą od siebie niezależne o równa- 
niach (72). Uważajmy prócz tego dowolnie obraną prostą l o rów- 
naniu 

Ax + By + C=0. (79) 
Okażemy, że można w jeden jedyny sposób obrać trzy liczby 
kı, k, ką tak, że jeżeli pomnożymy równania (72) przez te liczby 
i dodamy je do siebie otrzymamy równanie (79). W tym celu uwa- 
żamy trzy równania pierwszego stopnia o trzech niewiadomych 
ką, ką, ks 
Ry Ay > ka Aa p kj 4, = A, 
ki B, +- kı B, + k, B, = B, (80) 
k, C, + ką C -+ ks OG = 


Pomnóżmy równania te przez minory 4,, 6,, yı i dodajmy je do 
siebie. Otrzymamy 


ow 


ky S = Aa, + BĘ, =|= seth 
ek Aa, + BB, | Cy 
LEFT S o 


a więc 


Tak samo otrzymamy 


se 5 


CE Ady + Bh + CY: 
S - 


Wartości te na k,, ką. ks spełniają równania (80) i są jedy- 
nym układem wartości spełniającym równania (80). 
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Mówimy, że prosta l jest zależna od trzech prostych l, ły, łą 
iże równanie (79) jest załeżne od równań (72). A więc każda prosta 
jest zależna od trzech prostych niezależnych i każde równanie 
pierwszego stopnia jest zależne od trzech równań niezależnych. 
Układ wszystkich prostych na płaszczyźnie nazywamy systemem 
prostych. Mamy więe 

Twierdzenie 5: „Każda prosta systemu prostych na pła- 
szczyźnie jest zależna od trzech dowolnych prostych niezależnych 
od siebie. Każde cztery proste systemu są od siebie zależne“. 

Jeżeli więc 

L, =0, i= 1, 2, 3, 4 


oznaczają równania czterech prostych dowolnych systemu, natenczas 
istnieją cztery liczby k,, i= 1, 2,.3. 4 nie wszystkie równe zeru, 
takie, że zachodzi tożsamość 


PYTED 


t=l 


16. Równanie linji prostej w postaci wyznacznika 


Uważajmy prostą / o równaniu (79) i dwa na niej leżące od 
siebie odmienne punkty P,, P, o spółrzędnych 2,, y, i x4, y;. Za- 
chodzą więc równości 


At, 4+- By, + C=0, (81) 
Az + By, + C=0. > 


Uważajmy dowolny punkt P tej prostej o spółrzędnych Ę, 7. 
Mamy więc 
A+ By + C=0. (82) 


Istnieją więc trzy liczby nie wszystkie równe zeru, spełniające trzy 
równania (81) i (82), w których 4, B, C uważamy jako niewia- 
dome. Stąd wynika, jak widzieliśmy, że wyznacznik 


Ty | 
rzy, 1 
em i 
równa się zeru. 
A więc spółrzędne dowolnego punktu prostej / obracają w zero 


wyznacznik 
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Ay, 1 
M = | Zzyz 1 (83) 
zy l 


jeżeli zamiast x, y wstawimy spółrzędne tego punktu. 

Naodwrót uważajmy wyznacznik M, w którym liczby 44, y, 
i wą, ya są spółrzędne dwóch dowolnych od siebie odmiennych 
punktów P,, P). Wyznacznik ten obraca się w zero jeżeli zamiast 
x, y wstawimy spółrzędne tych dwóch punktów. Rozwińmy wy- 
znacznik według ostatniego wiersza. Otrzymamy 


ziyi — Ya) — My — te) + M Ya — Zyd, 


a więc lewą stronę równania prostej przechodzącej przez punkty 
P,, By - J 

Zatem równanie prostej przechodzącej przez dwa punkty można 
napisać w postaci wyznacznika trzeciego stopnia. 


zy, 1 
cy i 


Stąd otrzymujemy warunek konieczny i wystarczający aby 
trzy punkty P,, P», P, leżały na jednej i tej samej prostej w po- 
staci następującej 

ry, | 
xi 1 | "O: (85) 
z,y, 1 


17. Szczególne przypadki trzech prostych. 


Uważajmy trzy proste ł,. łą, lą o równaniach (72) przecina- 
jące się w trzech od siebie odmiennych punktach P,, P}, Ps o spół- 
rzędnych či, 44; Gs, fa; 63; %s: W związku z trójkątem T utworzo- 
nym przez te trzy proste możemy uważać następujące trójki prostych: 

I. Trzy proste k,, i=1, 2, 3 przechodzące przez punkty P, 
i prostopadłe do przeciwległych boków trójkąta T a więc do pro- 
stych /,, wysokości trójkąta T. 

II. Trzy proste s, symetralne boków trójkąta T, tj. prostopadłe 
do prostych l i przechodzące przez punkty Q, ¿= 1, 2, 3 poło- 
wiące boki trójkąta. 
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III. Trzy proste m,, środkowe trójkąta T, tj. łączące punkty P, 
ze środkami Q, przeciwległych boków. 

IV. Trzy 'proste n, symetralne kątów trójkąta T, tj. przecho- 
dzące przez wierzchołki P, i połowiące kąty wewnętrzne trójkąta T. 

Udowodnimy, że proste każdej z tych czterech trójek pro- 
stych przecinają się w jednym punkcie. 

I. Równania trzech prostych h, są następujące 


(A, cos 6 — B)(x — £,) + (4, — B, cos 8)(y — n) = 0, (86) 
GZMSZĘS= 


Żadne dwie z tych trzech prostych nie są do siebie równo- 
ległe. Jeżeli więc okażemy, że te 3 proste są od siebie zależne, 
natenczas okażemy, że wyznacznik równań (86) ma wartość 0, 
a więe, że zachodzi przypadek VI. 

Pomnóżmy równania (86) odpowiednio przez Yı, Y2, Ys i do- 
dajmy je do siebie. Widocznie, że otrzymamy 0 jako spółezynnik 
przy z i tak samo 0 jako spółezynnik przy y. Wyraz wolny będzie 


s 3 
— SA cos 6 — B)żuy, -$ A, — B, eos B)n.y,, 
:=1 


i=] 


a więc otrzymamy 
3 3 
— 24 cos 8 — B) a -2a — B, cos 0)8,, 
i=l ê=] 
co jest równe 0. 
Równania (86) są więc zależne i mamy 


k =y, i=1, 2, 3. 


Twierdzenie jest więc udowodnione. 
II. Równania trzech prostych s, są następujące 


(4, cos 6 — B,) (z — Ea e) LL 


-+(4, — B, cos de ap SH 


2 
151,43, 
gdzie i. i--1, i4-2 są to liczby 1, 2, 3 następujące po sobie 
w porządku cyklicznym. Wyrazimy teraz spółczynniki 4,, B, rów- 
nań prostych /, przez spółrzędne Ę,, ņ wierzchołków trójkąta T. 


Geometrja analityczna na płaszczyznie. 8 
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Mianowicie możemy wyrazić te spółczynniki w sposób następujący 
przez te spółrzędne 

Az Tega 77 744: B, =— (Ena — Erta). 
Równania (87) przybiorą wówczas następującą postać 


hepi — Ni) eos O -- (Ea — Eeto) (z 2. bnt sj i 


+ [ha — Na) + Era — Erpa) cos 0)) (y — ce) =0. 


Jeżeli te trzy równania dodamy do siebie otrzymamy wi- 
doeznie przy z i przy y spółczynnik 0. Wyraz wolny będzie się 
równać 


1 5 AS 
FZ PAR =” Ga) (Gej: + Erga) =— P (Na = hira) Meta — Niza) — 
c= PAN — Neta) (Bia + Ga) cos U — 


ORF DAR — Erta) Orga > Na) 008 6; 


gdzie sumy rozciągnięte są na trzy wartości wskaźnika ż. Widoczna, 
że pierwsze dwie sumy mają wartość 0. Trzecią i czwartą sumę 
napiszemy w postaci 


l w, Š s - 
EF P [SRR — 42742 — (Ga fa = e) cos M, 


LES = 
a-z P (Te — Ertani F (Eita Tipa — Gęsi 1)] COS O, 
i widocznie ich suma ma wartość 0. Zatem twierdzenie jest udo- 
wodnione. 
III. Równania trzech prostych m, napiszemy w postaci wy- 
znaczników 
w, Yy, 1 


6 7 1 
=(0, 88 
Gen -+ Eiga Tii mH Tiepa 1 (88) 
2 4 2 7 


i = 1, 2, 3. Widoczna, że jeżeli te trzy równania dodamy do siebie 
otrzymamy przy v i przy y zero, a wyraz wolny będzie 
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1 
p; EMi + Tepa) — PUCH + Ga), 


gdzie sumy są rozciągnięte na trzy wartości wskaźnika ¿ Mamy 


zatem 
1 4 1 
PIÓR =" 7.) pa TA Gian ak Eia) 


a więc 0. Twierdzenie jest więc udowodnione. 


Fig. 11. 


IV. Jeżeli oznaczymy przez L,, i =1, 2, 3 lewe strony rów- 

nań (72) prostych ł, i lı w postaci 
R = aż (89) 
gdzie R, =(4s—24, B,cos8 + B., a eya = £ 1. Mamy więc 
6 prostych ms i %2, z których proste n niechaj będą dwusieczne 
kątów wewnętrznych trójkąta T, a proste m,a dwusieczne kątów 
g" 
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zewnętrznych. Uważajmy po jednej prostej z każdej z trzech par 
dwusiecznych. Aby te trzy proste miały punkt wspólny potrzeba 
aby jeżeli oznaczymy przez ©, y spółrzędne tego punktu i wsta- 
wimy w równania (89), a następnie te równania wymnożymy przez 
siebie odpowiednio stronami, zachodził związek 


L L, L, F €4 88; Tą Lą Dy, 


w którym T., jest rezultatem wstawienia E, q zamiast 2, y w L. 
Ale dwie proste, z których każda należy do innej pary dwu- 
siecznych mają jeden jedyny punkt wspólny nie leżący na żadnej 
z prostych /,. W istocie suma kątów jednostronnych wewnętrznych 
zawartych pomiędzy prostą /, a dwusiecznymi w/,,,, nipo jest 


EEE i — Pia T 


Tak samo suma kątów jednostronnych wewnętrznych zawar- 
tych pomiędzy l; a niji, M'i jest 


2 
Puj A S a 2.2 
= zw 2 =P 


Pipi ma 2 Pito T Pia 


Nareszcie suma kątów jednostronnych wewnętrznych zawartych 
pomiędzy ł, a ngi, Ripo jest 


Pip E Pio _ 29 F P+ SE Pita o „ 
TER 2 irh 


Spółrzędne č, ņ punktu przecięcia tych dwóch prostych nie 
obracają w zero żadnego z wyrażeń L,. A więc warunek 


E; Eg E = 1 


jest warunkiem koniecznym, aby istniał punkt przecięcia trzech 
dwusiecznych. Warunek ten zarazem jest wystarczającym, bo speł- 
nienie dwóch z równań (89) przez liczby €, ņ pociąga wówczas za 
sobą spełnienie trzeciego równania (89). 

Możemy również rozumować w ten sposób. Dla punktu P(Ę, n) 
R,” 


A więc wyznacznik trzeciego stopnia 


nie wszystkie trzy wielkości i= 1, 2, 3 równają się zeru. 
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0, 1, =4, 

— 64, 0, 1, 

l, at. P 0 
równa się zeru. Wyznacznik ten ma wartość 

| — £; £ £3. 

Dwie z liczb e, możemy obrać dowolnie, a trzecia jest wów- 
czas zupełnie oznaczona. A więc z ośmiu kombinacyj jakie można 
utworzyć z prostych trzech par dwusiecznych cztery kombinacje 
trzech prostych mają punkt wspólny. Są to mianowicie: 1) trzy 
dwusieczne %,, 2) dwusieczna n; i dwusieczne nipis nigo dla i =1, 
2, 3. Aby to udowodnić, rozważmy, że odległość punktu M leżą- 
cego po tej stronie prostej /, co wierzchołek P, ma ten sam znak 
co odległość wierzchołka P, od tejże prostej, wszystko jedno jaki 
dodatni kierunek obierzemy na tej prostej. A więc wyrażenie Li 
przyjmuje dla punktu M wartość tego samego znaku eo dla wierz- 
chołka P,. Ale spółrzędne wierzchołka P, są 


a więc mamy dla wierzchołka P, 


TA Ant B,B, | On_ 8 
Y: Ye 
gdzie S jest to wartość wyznaczuika W prostych (72). 


Dla punktów M leżących na dwusiecznej wewnętrznej nų} Wy- 


rażenia L, i Ł,,, mają więc te same znaki co - i m . Zatem Ena 
. : i} 

równa się +-1 lub — 1 zależnie od tego, czy a 1. i Yı mają 

te same znaki, czy też znaki przeciwne. 

Jeżeli więc trzy minory y: mają te same znaki, natenczas 
trzem dwusiecznym wewnętrznym odpowiadają wartości -|- 1 na s. 
Jeżeli zaś dwa minory mają ten sam znak, np. y i %, a trzeci 
minor y, ma znak przeciwny, natenczas dwusiecznym %,, hy, ng 
wewnętrznym odpowiadają odpowiednio wartości e, = — 1, e, = —1) 
Ez = -+ 1. Zatem warunek (90) jest zawsze spełniony dla trzech 
dwusiecznych wewnętrznych. Stąd wynika, że jest on też spełniony, 
jeżeli dwie i tyłko dokładnie dwie z tych dwusiecznych zamienimy 
na dwusieczne zewnętrzne, 
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Ćwiczenia. 
1. Napisać równania parametryczne osi symetrji odcinka P, P}, 
jeżeli są dane spółrzędne Kartezjusza punktów P, i P,. 
2. Znaleźć spółrzędne punktu przecięcia P dwóch prostych /,, łą 
danych równaniami parametrycznymi 


x= +ryhy, y =b + ru, 
T= dą + Tędy, y = ba + ręka 

nie równoległych do siebie. 
> 8. Znaleźć równania parametryczne prostej Z przechodzącej przez 
punkt P(a,b) i prostopadłej do prostej s, przechodzącej przez dwa 

punkty P,(a,, bı), P, (az, by). 

4. Przetnijmy trójkąt A BC prostą l transwersalną i niechaj D, E, F 
będą punkty przecięcia / z osiami BC, CA, AB. Okazać słuszność twier- 


dzenia Menelaus'a: 


(1) 


=p] (2) 


i jego odwrotności. 

5. Przez punkt P na płaszczyźnie trójkąta ABC prowadzimy proste 
AP, BP, CP przecinające przeciwległe boki w punktach D, E, F. Udo- 
wodnić twierdzenie Ceva . 


. = — Í (3) 


i jego odwrotność. 
5. Dane są dwie proste przecinające się 


A,z + By +0, =0, Ax + Bzy + 0, =0. (4) 


Wprowadzić nowy układ spółrzędnych, którego osi z’, y’ leżą na tych 
prostych. 

7. Znaleźć miejsce geometryczne punktów P, dla których różnica 
kwadratów odległości od dwóch danych punktów 4, B jest daną liczbą. 

8. Miejsce geometryczne punktów, dla których suma odległości od 
dwóch danych osi jest stała, 

9. Miejsce geometryczne punktów, dla których suma wartości 
04 + OB jest stała, gdzie A, B są prostopadłe rzuty na osie z, y spół- 
rzędnych, 

10. Napisać równanie prostej przechodzącej przez punkt P(a, b) 
i przez punkt M przecięcia prostych (4). 

11. Uważamy cztery proste /,, i = 1, 2, 3. 4 pęku prostych o wierz- 
chołku O o równaniach 


y—mz=0, 1=1, 2, 8, 4. (5) 


Okazać, że jeżeli te proste przetniemy dowolną osią £ przecinającą 
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je w 4 punktach A, B, C, D, natenczas stosunek (ABCD) podwójnego 
podziału nie zależy od osi £ i ma wartość 


(ABCD) = (m,, my, m; m,). (6) 


12. Dane są dwie proste Z, l pęku o wierzchołku ©. Przez do- 
wolny punkt P prowadzę dwie proste m4, mą przecinające proste l, Żą 
w punktach Lai, Liz i Las Log- Łączę punkty L,,, Lag i tak samo 
punkty Lig, La, prostymi s, i są. Proste te przecinają się w punkcie Q, 
którego miejscem geometrycznem jest prosta przechodząca przez ©. Para 
prostych SP i SQ jest harmonieznie sprzężona z parą prostych ły, ły. 

13. Udowodnić twierdzenie Desarguesa: 

„Jeżeli trzy punkty przecięcia się odpowiednich par boków dwóch 
trójkątów ABC, A'B'C' leżą ħa linji prostej, natenczas proste łączące 
odpowiednie wierzchołki tych trójkątów AA', BB', CC’ przechodzą przez 
jeden punkt. 

Naodwrót, jeżeli łącznice odpowiednich wierzchołków przechodzą 
przez punkt, natenczas trzy punkty przecięcia par boków odpowiednich 
BC, B'C'; CA, C'A’; AB, A'B' leżą na jednej prostej“. 

14. Znaleźć miejsce geometryczne środków © prostokątów wpisa- 
nych w trójkąt i których podstawy leżą na tym samym bokn trójkąta. 

15. Okazać, że cztery proste pęku prostych określone równaniami. 


Limo, "Hy 0) =kL KĘ =0 ki e (B) 


gdzie k,, ką są dwie dowolne liczby stałe mają stosunek podwójnego 
podziała harmoniczny. 

16. Uważamy trójkąt ABC i transwersalną £ przecinającą odpo- 
wiednio boki w punktach D, E, F. Punkty D', E’, F symetryczne 
punktów D, E, F względem środków boków BC, CA, AB leżą też na 
prostej transwersalnej. Te dwie transwersalne nazywają się wzajemne. 

17. Uważamy trójkąt ABC i trzy proste AP, BP, CP łączące 
A, B, C z punktem P. Przecinają one przeciwległe boki w punktach 
D, E F. Okazać, że proste AD” BE”, CF”, gdzie D', Æ’, F' są punkty 
symetryczne punktów D, E, F względem środków odpowiednich boków 
też przechodzą przez punkt P”. 

18. Dany trójkąt ABC. Proste, na których leżą jego boki dzielą 
płaszczyznę na 7 części. Podać kryterja, aby dany punkt P leżał w jed- 
nej oznaczonej z tych części. 

19. Udowodnić twierdzenie Pascaľa dla dwóch prostych: Jeżeli 
trzy punkty A, B, C leżą na prostej l, a trży punkty 4, B, C na 
prostej /, natenczas trzy pary prostych AB”, A'B; BC, B'C; CA,C'A 
przecinają się odpowiednio w 3 punktach F, D, Æ leżących na prostej. 

20. Udowodnić twierdzenie Brianchon'a dla dwóch pęków: Uwa- 
żamy trzy proste l, m,, n, pęku (O,) i trzy proste l, mę, nę pęku 
(0;). Okazać, że proste łączące pary punktów (2, m), (l, m,); (m, na), 
(my ni); (m4 ły), (mą l) przechodzą przez jeden punkt. 

21. Trzy zewnętrzne symetralne kątów trójkąta przecinają przeciw- 
ległe boki w 3 punktach położonych na prostej. Tak samo dwie ze- 
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wnętrzne symetralne i jedna wewnętrzna przecinają przeciwległe boki 
w 3 punktach położonych na prostej. 

22. Uważamy prostokąty OABC takie, że różnica boków przy- 
ległych 04— OC jest liczbą stałą k. Okazać, że prostopadłe do przekątni 
AC przeprowadzone przez wierzchołek B przechodzą przez stały punkt. 

23. Okazać, że w czworoboku zupełnym ABCD, którego przeciwległe 
pary boków 4B, CD i AD, BC przecinają się w punktach Ei FP 
środki przekątni AC, BD, EF leżą na prostej. 

24. Dane równanie prostej Z i dany punkt P nie leżący na tej 
prostej. Znaleźć równanie prostej ł* symetrycznej prostej Z względem 
panktu P. 

25. Dany trójkąt ABC i dana transwersalna Z przecinająca boki 
BC, CA, AB odpowiednio w punktach L, M, N. Okazać, że proste 
łączące wierzchołki 4, B, C ze środkami odcinków MN, NL, LM prze- 
cinają przeciwległe boki w 3 punktach położonych na prostej. 

26. Dana prosta /. Z punktów P tej prostej spuszczamy prosto- 
padłe PA, PB na osie z, y. Znaleźć miejsce punktu M dzielącego odci- 
nek AB w danym stosunku. 

27. Uważamy trójkąty o danej podstawie BC i wierzchołku 4 
położonym na danej prostej, Uważamy kwadraty MNFQ wpisane w te 
trójkąty o podstawach PQ) na boku BO. Okazać, że środki S tych kwa- 
dratów leżą na prostej. Okazać, że wierzchołki M i N leżą odpowiednio 
na prostych. 

28. Uważamy 2 trójkąty ABC, A'B'C". Jeżeli prostopadłe z wierz- 
chołków A, B, C na boki B'C' ete. drugiego trójkąta przechodzą przez 
punkt, natenczas i prostopadłe z wierzchołków 4’, B', © na boki BC 
etc. przechodzą przez punkt. 

29. Z wierzchołków trójkąta 4, i=1, 2, 3 prowadzimy proste 
Pı, i=1, 2, 3 przecinające przeciwległe boki Ż, w punktach M, Jeżeli 
dwusieczne s, kątów zawartych pomiędzy bokami /, a prostymi p, są 
równoległe do siebie, natenczas proste p, przecinają się w jednym punkcie. 

30. Napisać równanie prostej l, symetralnej prostej ł, względem 
danej prostej Ż. 
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ROZDZIAŁ V. 


Spółrzędne jednorodne. Punkty w nieskończoności. 


1. Spółrzędne jednorodne na linji prostej. 


Uważajmy prostą l i obierzmy na niej układ U spółrzędnych 
Kartezjusza. Uważajmy dowolny punkt P prostej / o spółrzędnej 
Kartezjusza r. Liczbę r możemy przedstawić przez iloraz dwóch 
liezb 2, i c, O0 

Se "1 (1) 
przyczem x, można obrać dowolnie ==0, a z, wyznacza się ze 
wzoru 

Ty = Th- 


Naodwrót każdemu układowi dwóch liczb x;, %3, z których pierw- 
sza jest +0 odpowiada zupełnie oznaczona liczba z. 

Liczby z}, tą nazywają się spółrzednemi jednorodnemi (coor- 
données homogènes) punktu P. 

Uważajmy dwa układy xi, z} i 25, ag spółrzędnych jednorod- 
nych tego samego punktu. Mamy więc 


a _ aż : 
zj za: (2) 
Kładąc 
zi SĘ 
zi 
otrzymujemy związki 
ri = kz, 


przyczem liczba k jest od zera odmienna. A więc dwa układy spół- 
rzędnych jednorodnych tego samego punktu są do siebie propor- 
cjonalne. 
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Uważajmy naodwrót dwa układy spółrzędnych jednorodnych 
zi, x} i aj, az i załóżmy, że są do siebie proporcjonalne, tj. zacho- 
dzą związki (3), w których k40. Zachodzi wówczas związek (2), 
a więc oba te układy spółrzędnych są układami spółrzędnych tego 
samego punktu. 

Rugując k z równości (3) otrzymujemy równość 

gz — ajj = (, (4) 
konieczną, aby oba układy spółrzędnych były układami spółrzęd- 
nych tego samego punktu. Warunek (4) jest też wystarczający, 
albowiem z warunku tego otrzymujemy naodwrót równości (3). 
przyczem k jest pewna liczba od zera odmienna. 

Mamy więc 

Twierdzenie 1. „Warunkiem koniecznym i wystarczają- 
cym, aby dwa układy liczb 24, z} i aj, ag, takich, że aj +0 iñ #0 
były układami spółrzędnych jednorodnych tego samego punktu są 
równości (3), w których k jest pewna oznaczona liczba od zera 
odmienna albo też równoważna tym równościom równość (4)*. 


2. Punkt w nieskończoności na linji prostej. 


Uważajmy punkt P na prostej / o spółrzędnych jednorodnych 
£i, Xo. Przypuśćmy, że z, jest liczbą stałą, ale że x, przyjmuje 
nieskończony ciąg wartości zbieżny i którego granicą jest 0. Cią- 
gowi temu odpowiada nieskończony ciąg wartości spółrzędnej z 
Kartezjusza punktu P, których wartości bezwzględne rosną nieogra- 
niczenie, a więc ciąg nieskończony położeń P, punktu P, które to 
położenia oddalają się coraz bardziej od początku układu 0. Mó- 
wimy, że punkt P oddała się w nieskończoność na osi li piszemy 


lim z =w0. 


Przypuśćmy teraz, że liczby nieskończonego ciągu wartości 
spółrzędnej x, są wszystkie dodatnie. Jeżeli x, jest dodatnie, liczby 
ciągu wartości spółrzędnej z są stale dodatnie, a jeżeli x, jest 
ujemne liczby te są stale ujemne. Mówimy w pierwszym przy- 
padku, że spółrzędna x staje się dodatnio nieskończona i piszemy 


lim z =-|- oo. 
a w drugim przypadku staje się ujemnie nieskończona i piszemy 


lim z = — oo. 
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W pierwszym przypadku punkt P oddala się od początku 
układu O nieograniczenie w kierunku dodatnim na osi l}, a w dru- 
gim przypadku nieograniczenie w kierunku ujemnym na tej osi. 
W pierwszym przypadku mówimy, że punkt P oddala się lub dąży 
na osi / do nieskończoności dodatniej, a w drugim przypadku oddala 
się lub dąży do nieskończoności ujemnej. Tak samo jeżeli liczby 
nieskończonego ciągu wartości) spółrzędnej x, są wszystkie ujemne, 
liczby ciągu wartości spółrzędnej «x są stale ujemne, jeżeli z, jest 
dodatnie, a stale dodatnie, jeżeli x, jest ujemne. W pierwszym 


przypadku mamy teraz 
lim z = — oo. 


i punkt P dąży do nieskończoności ujemnej na osi /, a w drugim 
przypadku mamy 
lim z = + co, 


i punkt P dąży do nieskończoności dodatniej na osi l. 

Układom dwóch liczb x,, 24, z których pierwsza liczba ma 
wartość zero a druga jest od zera odmienna nie odpowiada żaden 
punkt na osi 2, albowiem niema takiej liczby z, która pomnożona 
przez 0 daje liczbę od zera odmienną. Opierając się jednak na po- 
przednich rozważaniach wprowadzamy następujące umowy. Z każ- 
dym układem dwóch liczb z}, «wą, z których pierwsza równa się 0, 
zaś druga jest od zera odmienna ale zresztą dowolnie obrana ko- 
jarzymy pewno pojęcie, które nazywamy punktem w nieskończoności, 
i którego spółrzednemi jednorodnemi nazywamy te liczby 24, 24. 
Mówimy, że punkt P, który dąży do nieskończości na'osi / dąży 
do punktu w nieskończoności tej osi. W przeciwieństwie do tego 
punktu w nieskończoności nazywamy każdy punkt P osi l, którego 
spółrzędna x, jest liczbą od zera odmienną punktem w skończoności. 

Uważajmy dwa układy spółrzędnych jednorodnych punktu 
w nieskończoności zj, æ} i zj, zł. Ponieważ obie liczby az i z3 są 
od zera odmienne, więc istnieje taka zupełnie oznaczona liczba 
kz=0, że zachodzą równości (3). Zachodzi również równość (4). 
Naodwrót, jeżeli dwa układy spółrzędnych jednorodnych spełniają 
związki (3), w których k jest pewną liczbą od zera odmienną, 
i jeden układ jest układem spółrzędnych punktu w nieskończoności, 
wówczas i drugi układ jest układem spółrzędnych punktu w nie- 
skończoności. Tak samo jeżeli dwa układy spółrzędnych jednorod- 
nych dwóch punktów spełniają równość (4), i jeżeli jeden układ 
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jest układem spółrzędnych punktu w nieskończoności, natenczas 
i drugi układ jest układem spółrzędnych punktu w nieskończoności, 

Wykluczaliśmy dotąd przypadek gdy obie spółrzędne jedno- 
rodne są równe zeru. Możemy się umówić, że taki układ spółrzęd- 
nych jest układem spółrzędnych dowolnego punktu w skończoności 
na osi /, albowiem dowolna wartość na x spełnia wówczas warunek 


Tr ar. 


Mamy więc ogólniejsze od Twierdzenia 1. 

Twierdzenie 2. „Warunkiem koniecznym i wystarczają- 
cym, aby dwa układy liczb zj. x} i xi, x3, z których żaden nie 
składa się z dwóch zer były spółrzędnemi jednorodnemi tego sa- 
mego punktu w skończoności lub w nieskończoności na osi / są 
równości (3), w.których k jestto pewna zupełnie oznaczona liczba 
od zera odmienna, albo też równość (4)“. 


3. Formy linjowe o dwóch zmiennych. Równania linjowe 
jednorodne o dwóch niewiadomych. 


Uważajmy funkcję pierwszego stopnia czyli funkcję linjową 
zmiennej z 


ax +-b, (5) 


zakładając, że liczba a jest od zera odmienna. Uważajmy równanie 
pierwszego stopnia 
ac--b=0 (6) 


o niewiadomej r. Równanie to posiada jeden jedyny pierwiastek 


t= — è : (7) 
na 
Uważajmy na osi / punkt P o spółrzędnej Kartezjusza, danej wzo- 
rem (7). Mówimy, że równanie (6) jest równaniem punktu P. 
Wstawmy teraz zamiast x w funkcję (5) i w równanie (6) 
wyrażenie (1) na x w spółrzędnych jednorodnych 2,, 24. Otrzy- 
mamy funkcję 
Za —_ Ary ba, 
A hara x 


1 


dwóch zmiennych x, i zę I równanie 
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aŻ-L5b=0 
Ty 


o dwóch niewiadomych 7,, 2,. 
Funkcję 
az, -+ bay (8) 


nazywamy funkcją jednorodną pierwszego stopnia albo formą linjową 
(forme linéaire) zmiennych z, i z}. Równanie 


az, -+ br =0 (9) 


nazywamy równaniem jednorodnem pierwszego stopnia o niewiado- 
mych z, i z}. Jeżeli spółrzędna Kartezjusza punktu P w skończo- 
ności spełnia równanie (6), natenczas spółrzędne jednorodne tego 
punktu spełniają równanie jednorodne (9) i naodwrót. Mówimy, że 
równanie (9) jest równaniem jednorodnem punktu P. 

Załóżmy teraz że a==0, a b jest od zera odmienne. Równa- 
nie (9) jest teraz spełnione przez układy liczb 2, = 0, z, dowolne, 
a więc przez układy spółrzędnych punktu w nieskończoności i tylko 
przez te układy. Mówimy, że równanie (9) jest równaniem jedno- 
rodnem punktu w nieskończoności na osi ł. Równanie (5) ma teraz 
postać 

KU 
i nie jest spełnione przez spółrzędną Kartezjusza żadnego punktu 
w skończoności. 

Jeżeli obie liczby a, b są równe 0, równanie (6) jest speł- 
nione przez spółrzędną Kartezjusza dowolnego punktu w skończo- 
ności lub w nieskończoności na osi / i tak samo równanie jedno- 
rodne (9) jest spełnione przez układy spółrzędnych dowolnego punktu 
na osi |. Forma linjowa (8) nazywa się wówczas zerową. 

Uważajmy dwie formy linjowe 


aTa -+H bjx, i 0444 -H bę, (10) 
obie nie zerowe. Uważajmy równania 


Ay Tę 4 EA = 0, 
Aza -7 baT, = 0, 


(11) 


Przypuśćmy, że równania te przedstawiają ten sam punkt. 
Otrzymujemy warunek 
a,b, — a;b, = 0 (12) 
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konieczny, aby równania te przedstawiały ten sam punkt. Warunek 
ten jest też wystarczający, albowiem jeżeli jedna z liczb b,, bę 
równa się zero, natenczas i druga liczba równa się zero i równa- 
nia (11) przedstawiają oba punkt w nieskończoności, a jeżeli obie 
liczby a}, a, są od zera odmienne, natenczas istnieje zupełnie ozna- 
czona liczba k +0 taka, że mamy równości 


a, = ka, by = kb 


i równania (11) przedstawiają ten sam punkt w skończoności. 
Mamy więc 
Twierdzenie 3. „Warunkiem koniecznym i wystarczają- 
cym aby dwa równania (11) jednorodne pierwszego stopnia przed- 
stawiały ten sam punkt w skończoności lub w nieskończoności na 
prostej I jest by pomiędzy spółczynnikami tych równań zachodził 
związek (12)*. 


4. Spółrzędne jednorodne na płaszczyźnie. 


Uważajmy na płaszczyźnie dowolny punkt P o spółrzędnych 
Kartezjusza x, y. Istnieje nieskończenie wiele układów 3-ch liczb 
£i, Tą, Xz, takich, że x, -H0 i że zachodzą równości 


==, y=—. (13) 


W istocie możemy 2, obrać dowolnie, a 2, i x, wyznaczyć ze 
wzorów 
X =Z4y, Ta = y Tz, 


Naodwrót każdemu układowi 3 liczb x3, %3, £3, z których trzecia 
jest od zera odmienna odpowiada zupełnie oznaczony układ dwóch 
liczb z, y. Liczby zy, 24, X nazywamy spółrzednemi jednorodnemi 
punktu P. 

Uważajmy dwa układy spółrzędnych jednorodnych 4, zj, 2; 
i gy, ag, az i załóżmy, że są to układy spółrzędnych tego samego 
punktu P. Kładąc 


gdzie k jest liczba od zera odmienna otrzymujemy równości 


www.rcin.org.pl 


127 


Ti = kaj, 
zy = kaj, (14) 
d= kg. 


Naodwrót dwa układy trzech liczb zi, z3, z3 i aj, z2, a3 spełniają- 
cych równości (14) i nierówności z} + 0, z340 są układami spół- 
rzędnych jednorodnych tego samego punktu. 

Ze związków (14) otrzymujemy rugując k równości 


zizi — ti =0, 
rizi — raj =0, (15) 
zaj — gaj =0. 


Naodwrót, jeżeli te równości są spełnione przez dwa układy spół- 
rzędnych jednorodnych, natenczas istnieje zupełnie oznaczona liczba 
kÆ 0 spełniająca równości (14). 

Mamy więc 

Twierdzenie 4. „Warunkiem koniecznym i wystarczającym, 
aby dwa układy trzech liczb z}, x}, aż i aj, x3, x3 spełniających 
nierówności <! 4 0, z340 były układami spółrzędnych jednorod- 
nych tego samego punktu P są równości (14), albo też równości (15)*, 


5. Punkty w nieskończoności na płaszczyźnie. 


Uważajmy nieskończony ciąg punktów na płaszczyźnie P,, Pz... 
Niechaj zi, zj, xi, ¿= 1, 2,... będą układy spółrzędnych jednorod- 
nych tych punktów. Uważajmy ciągi spółrzędnych Kartezjusza tych 
punktów A 


H= y= SZ r N (16) 


n? 


i załóżmy, że odległości punktów P* od początku układu dążą do 
nieskończoności, a więc, że mamy 


lim, {|2| + | y 8) =0o. 
Zatem nie mniejsza z liczb 


l*| ily] 


dąży do nieskończoności. Będziemy zawsze tak obierali układy spół- 
rzędnych jednorodnych punktów P,, że wartości bezwzględne spół- 
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rzędnych z, i z% są stałe mniejsze od liczby dodatniej m dowolnie 
obranej, tj. mamy 


| GIL | PES. 


Wówczas ciąg liczb x; dąży do zera. Mówimy, że punkt 
zmienny P przyjmujący położenia P, oddala się w nieskończoność 
lub dąży na płaszczyźnie do nieskończoności. 

Uważajmy teraz układ trzech liczb 2,, 4,, xy takich, że 
£, = 0, ale, że xy, r, nie oba są równe 0. Z każdym takim ukła- 
dem kojarzymy pojęcie pewnego punktu w nieskończoności na płasz- 
czyźnie. którego spółrzednemi jednorodnemi są liczby tego układu. 

Umawiamy się, że dwa układy liczb 24. 23, 23 i aj, 23, 23 są 
wtedy i tylko wtedy układami spółrzędnych jednorodnych tego sa- 
mego punktu w nieskończoności, jeżeli istnieje liczba k Æ 0 taka, 
że zachodzą równości (14). Oczywiście istnieje tylko jedna taka 
liczba Widoczna, że definicja ta nie może doprowadzić do żadnych 
sprzeczności, bo dla dwóch identycznych układów spółrzędnych 
liczba k istnieje i równa się 1, a jeżeli dwa układy a), z} %3 
i g}, zj, zz są układami spółrzędnych jednorodnych tego samego 
punktu w nieskończoności, i jezeli dwa układy ri, aż, z% i zł, a, Ą 
są również układami spółrzędnych tego samego punktu w nieskoń- 
czoności, natenczas i układy xi, 2, z} i aj, aż, zg są układami 
spółrzędnych tego samego punktu w nieskończoności. 

Z równości (14) otrzymujemy równości (15) konieczne i wy- 
starczające, aby dwa układy spółrzędnych jednorodnych przedsta- 
wiały ten sam punkt w nieskończoności. 

Mamy więc ogólniejsze od Twierdzenia 4 

Twierdzenie 5. „Warunkiem koniecznym i wystarczają- 
cym, aby dwa układy zj, z3, z} i aj, aż, xè trzech liczb, z których 
żaden nie składa się z trzech zer były układami spółrzędnych je- 
dnorodnych tego samego punktu w skończoności lub w mieskończo- 
ności, są równości (14), w których k jest zupełnie oznaczona liczba 
od zera odmienna, albo też równości (15)“. 

Układ wszystkich punktów w skończoności i w nieskończo- 
ności nazywamy całkowitym układem punktów na płaszczyźnie. 

Mówimy, że punkt zmienny P dąży do punktu Q w nieskoń- 
czoności o spółrzędnych 2, tą, zy = 0, jeżeli tak można obrać 
układy spółrzędnych punktów P,, aby ciągi 2;, 24. 34 dążyły od- 
powiednio do granie 1,, Zs, z,. Jeżeli punkt P dąży do pewnego 
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punktu Q w nieskończoności, natenczas punkt ten jest w zupeł- 
ności oznaczony, albówiem jeżeli dwa układy ciągów 23, t3, 23 
i vi, y2, ya są układami ciągów spółrzędnych jednorodnych tych 
samych punktów, i jeżeli pierwsze dążą do układu x,, 4, Zs, 
a drugie do układu w, y3, ys, natenczas układy te są układami 
spółrzędnych tego samego punktu w nieskończoności. W istocie, 
ponieważ mamy związki 

my; — my, = 0, 

Gy — Tay = O, 

Tyi — Tiy = 0, i=l, 2,.. 


więc otrzymamy w granicy dla 4 = œo związki 
ę si y wg y 


TY = tY, = 0, 
Ta Ys — sY 0, 
Ts Yı — Tı Ys = 0, 
które na podstawie twierdzenia 5. orzekają, że oba układy te są 
układami spółrzędnych tego samego punktu w nieskończoności. 
Jeżeli punkt P zmierza do oznaczonego punktu Q w nieskoń- 
czoności, natenczas przynajmniej jeden z dwóch ciągów aj, aż 
składa się od pewnego i począwszy z samych liczb od zera od- 
miennych i przynajmniej jeden z dwóch ciągów ułamków 
SĄ X. EENE A (17) 
8 m 
od pewnego i począwszy nie zawiera zer w mianownikach i dąży 
do oznaczonej granicy. W istocie, gdyby w obu ciągach %1, aa było 
nieskończenie wiele zer nie mógłby istnieć taki układ dwóch liczb 
z,, X, nie obu równych zeru, aby układy a,, z} po pomnożeniu ich 
przez pewne liczby k' dążyły do tego układu xı, z4. Punkt P nie 
mógłby więc dążyć do oznaczonego punktu w nieskończoności. Je- 
żeli zı, za, O jest jednym z układów spółrzędnych punktu Q, na- 
tenczas przynajmniej jeden z dwóch ułamków 


Tą z, 
nie zawiera zera w mianowniku, więc ma oznaczoną wartość, którą 
oznaczymy przez g. g jest granicą wartości ułamków tego z ciągów 
AE 


Aż) 


(17), który odpowiada uważanemu z ułamków RA 
2? 1 


Geometrja analityczna na płaszczyźnie. 
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Niechaj teraz naodwrót przynajmniej jeden z dwóch ciągów 
æi, az układów spółrzędnych punktów P, składa się od pewnego 
i począwszy z liczb od zera odmiennych. Jeżeli oba te ciągi od 
pewnego ż począwszy składają się z liczb od zera odmiennych, na- 
tenczas jeżeli przynajmniej jeden z dwóch ciągów (17) np. pierwszy 
dąży do oznaczonej skończonej granicy g, natenczas jeżeli g + 0 


7. L e ; 
drugi ciąg dąży do ri a jeżeli g = 0 natenczas wartości bezwzględne 


drugiego ciągu dążą do oo. 
Wartości bezwzględne drugiego ciągu (16) dążą do nieskoń- 
czoności, w przeciwnym razie, ponieważ mamy 


T nh 
ry az 
więc suma kwadratów 
je lapja 
y|? H= 
+y ET + 


nie mogłaby dążyć do nieskończoności i punkt P nie mógłby od- 
dalać się w nieskończoność. 

Zastąpmy układy spółrzędnych 24, z3, zz przez układy 
z, 


3 l, 4 


im równoważne. Te układy dążą do układu 
g; 15 0: 


Załóżmy teraz, że tylko w jednym z ciągów 4, z} mamy od 
pewnego 4 począwszy same liczby od zera odmienne, np. w drugim 
ciągu. Ciąg x; dąży wówczas do zera. Załóżmy, że pierwszy ciąg 
(14) dąży do oznaczonej granicy g. Granicą tą jest więc 0. Za- 
stąpmy układy liczb xi, x4, x; przez układy im równoważne 


LIJ A 
PORE 


Ciągi liczb tych dążą odpowiednio do granie 


34 


Możemy więc wypowiedzieć 
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Twierdzenie 6. „Warunkiem koniecznym i wystarczają- 
cym, aby punkt P dążący na płaszezyźnie do nieskończoności dążył 
do oznaczonego punktu w nieskończoności jest, aby albo oba ciągi 
(17) dążyły do oznaczonej skończonej graniey, albo przynajmniej 
ten z tych ciągów, który nie zawiera od pewnego ż począwszy 
w mianownikach zer“. 

Umawiamy się, że punkt w nieskończoności odpowiadający 
układom «,, ry, ©;, dla których z, = 0, będziemy nazywali punk- 
tem w nieskończoności na osi y-ów, a punkt w nieskończoności odpo- 
wiadający układom, dla których r, =0 punktem w nieskończoności 
na osi x-ów. Jeżeli więc pierwszy ciąg (17) dąży do granicy g=0, 
natenczas punkt P dąży do punktu w nieskończoności na osi y-ów, 
a jeżeli drugi ciąg (17) dąży do granicy g=0, natenczas punkt P 
dąży do punktu w nieskończoności na osi x-ów, i naodwrót. 


6. Równanie jednorodne linji prostej. Punkt w nieskończo- 
ności na linji prostej. 


Uważajmy funkcję linjową 
Ax + By + C, (18) 


której nie oba spółczynniki 4, B równocześnie są równe zeru 
i równanie 


Ax -|- By + C=0 (19) 


prostej l. Uważajmy punkt P na tej prostej i załóżmy, że punkt 
ten oddala się na prostej nieograniczenie w pewnym kierunku. 
Jeżeli mamy 4-0, natenczas mamy albo lim y = + oo, albo też 


lim y = — oo. Tak samo jeżeli mamy ZÆ 0, natenczas mamy 
albo lim z= -+ œo, albo też lim « = — oo. W pierwszym przy- 
padku mamy 
z B 
i = 20 
lim = A’ (20) 


a w drugim przypadku mamy 


Po 20M 
paw «= <> 


z 


lim (21) 
Zatem jeden przynajmniej z dwóch stosunków A i : dąży do 
oznaczonej skończonej granicy, gdy punkt P oddala się na prostej ł 
g* 
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nieograniczenie albo w jednym albo w drugim kierunku, i granica 
ta jest dla obu kierunków ta sama. 

Zastąpmy teraz w funkcji liniowej (18) spółrzędne Kartezjusza 
z, y przez spółrzędne jednorodne wzorami (13). Otrzymamy 


Az, + Ba, + Cz, 
ż ; 


Z 


A” +B*+C= 
Ty Ty 
Funkcja linjowa jednorodna o trzech zmiennych 


Az, + Br, + Cz, (22) 
obraca się w zero dla spółrzędnych jednorodnych wszystkich tych 
punktów w skończoności, dla których obraca się w zero fankcja (18) 
i naodwrót. Funkcję (22) nazywamy formą linjową, a równanie je- 


dnorodne linjowe 
Ax, + Bu, + Cry =0 (23) 


równaniem jednorodnem linji prostej l 
Połóżmy teraz w równaniu (23) z, ==0. Otrzymamy 


Ax, + Br =0, 
którego najogólniejsze rozwiązanie jest 
tr =— kB, WYP 
gdzie k jest dowolna liczba. Układy liczb 
x, =— kB, e= kA; z= 0, (24) 
gdzie k jest dowolna liczba od zera odmienna są układami spół- 
rzędnych jednorodnych tego samego punktu w nieskończoności, 
albowiem dwa układy (24) odmienne od siebie spełniają warunki (14) 
lub warunki (15). A więc równanie (22) jest spełnione przez spół- 
rzędne jednorodne jednego i tylko jednego punktu w nieskończo- 
ności. Punkt ten nazywamy punktem w nieskończoności na prostej l. 
Uważajmy nieskończony ciąg punktów P, i= 1, 2, położo- 
nych na prostej /, oddalających się w nieskończoność. Jeżeli A +Æ 0, 
natenczas ciąg 
T, 
r, 


ma wartości bezwzględne dążące do oo. Tak samo jeżeli B =E 0, ciąg 


z 
T3 
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ma wartości bezwzględne dążące do so. Ź drugiej strony mamy 
w pierwszym przypadku 


REL PA B am, 
lim = = lim = = — = 
z: y A 4 
a w drugim przypadku mamy 
dE KWI d A t 
lim am lim S A N 


A więc punkt P przyjmujący położenia P,, i= 1, 2,... na 
prostej ? oddalające się w nieskończoność, dąży do oznaczonego 
punktu w nieskończoności w sensie poprzedniego ustępu, którym 
to punktem jest punkt w nieskończoności na prostej / w sensie 
obecnego ustępu. 

Że wzorów (24) wynika, że wszystkie proste do siebie równo- 
ległe posiadają ten sam punkt w nieskończoności. Naodwrót każdy 
punkt w nieskończoności leży na wszystkich prostych pewnego 
niewłaściwego pęku prostych, a mianowicie jeżeli X, zj, O są spół- 
rzędnemi tego punktu w nieskończoności, proste pęku mają równanie 


gy = ZZ, + (=0, 


gdzie Č jest liczba dowolna. 

Dla A= 0 wzory (24) dają x, = 2, =0, a dla 8H=0Q dają 
one z, =r; =0. A więc punkt w nieskończoności na prostych 
równoległych do osi r ma spółrzędne z = z; = 0, a punkt w nie- 
skończoności na prostych równoległych do osi y ma spółrzędne 
X, =z, =(. Na pierwszych prostych leży więc punkt, który 
w ustępie 5. nazwaliśmy punktem w nieskończoności na osi x, a na 
drugich prostych leży punkt, który wówczas nazwaliśmy punktem 
na osi y, co usprawiedliwia poprzednie nazwy. 


7. Prosta w nieskończoności na płaszczyźnie i jej równanie. 


Uważajmy znów formę linjową (22). Jeżeli A i B równają 
się 0, ale C jest od zera odmienne, natenczas równaniu (23) nie 
odpowiada żadna prosta na płaszczyźnie. Ale istnieją punkty na 
płaszczyźnie. których spółrzędne jednorodne spełniają równanie 


Cz; = 0, (25) 
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w którem ( jest od zera odmienne. Są to punkty, których spół- 
rzędnemi są układy liczb »,, wą, 0, gdzie z1, x, są liczby dowolne 
nie obie równe 0. A więc wszystkie punkty w nieskończoności 
i tylko te punkty mają spółrzędne jednorodne spełniające równa- 
nie (25). 

Ponieważ równanie (23) w przypadku gdy liczby A i B nie 
obie równają się 0 jest równaniem linji prostej, przeto wprowa- 
dzamy pojęcie prostej w nieskończoności, której równaniem jednorod- 
nem nazywamy równanie (25). 

W ten sposób każde równanie (23), którego nie wszystkie spół- 
czynniki równają się 0 jest równaniem pewnej zupełnie oznaczonej 
linji prostej. Wszystkie proste w skończoności i prosta w nieskoń- 
czoności tworzą razem całkowity układ prostych na płaszczyźnie. 

Równaniu (25) odpowiada w spółrzędnych Kartezjusza równanie 


Ó=0 (26) 


tj. równanie (19), w którem oba spółczynniki A, B są równe 0. 
Równanie to nie jest spełnione przez spółrzędne Kartezjusza żadnego 
punktu Równanie (26) nazywamy równaniem w spółrzednych Karte- 
zjusza prostej w nieskończoności. 


8. Dwie i trzy proste w spółrzędnych jednorodnych. 
Uważajmy równania jednorodne dwóch prostych /, i łą 


A, x, -+ Bias- Cir =0, 
Ay Ty + B, Ty — ( sT; = 0. 


(27) 


zakładając, że mogą to być zarówno proste w skończoności jak 
i w nieskończoności Do układu równań (20) należy macierz 


(28) 


której minory oznaezaliśmy w Rozdziale poprzednim przez a, $, Y- 
Mogą zachodzić dwa przypadki. Albo nie wszystkie te minory rów 
nają się 0, albo też wszystkie są równe 0. 

W pierwszym przypadku możemy równania rozwiązać wzglę 
dem dwóch z trzech niewiadomych 2,, tą. tą. Najogólniejsze roz- 
wiązanie równań (27) można napisać w postaci 


z = ka, m = kB; a = ky, (29) 
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gdzie k jest dowolna liczba. Układom (29), dla których k=-0 odpo- 
wiada pewien oznaczony punkt przecięcia prostych l, łą, leżący 
w skończoności, gdy y} 0, a w nieskończoności, gdy y =0. 

W drugim przypadka mamy 


Gz === 


i spółczynniki obu równań (27) są do siebie proporcjonalne, a więc 
oba równania przedstawiają tę samą prostą w skończoności lub 
w nieskończoności. Mamy 


Ark A, BISAR (,=kC,, (30) 


gdzie k jest pewna oznaczona liczba od zera odmienna, 
Uważajmy teraz trzy proste l, l, lą o równaniach jednorodnych 
JEM yp 13 /2y (8 J M 


Azi | Bir + Cr; =0, 
4; 1, + Bata (40; = 0, (31) 
Axı + Byr, + Ost = 0. 


Warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby istniał przy- 
najmniej jeden układ pierwiastków tyeh równań jest 


W=0 (32) 


gdzie W jest wyznacznikiem tych równań. Jeżeli nie wszystkie 
minory drugiego stopnia wyznacznika W są równe 0, natenczas 
istnieje jeden jedyny punkt wspólny prostych /,, l, łą. Jeżeli np. 
pewien minor należący do równań 1-go i 2-go jest od zera od- 
mienny, natenczas spółrzędne jednorodne punktu wspólnego są 


r, = kas, Tę = kbs, Ts = kYs, (33) 
gdzie k jest dowolna liczba od zera odmienna. Punkt ten może być 
punktem w skończoności lub punktem w nieskończoności. 

Jeżeli zaś wszystkie minory 2-go stopnia wyznacznika W 


równają się 0, natenczas proste l, l, lą zlewają się ze sobą i mamy 
jedną prostą w skończoności lub w nieskończoności. 
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ROZDZIAŁ VI. 


Punkty i proste zespolone. 


1. Punkty zespolone. Płaszczyzna zespolona. 


Uważajmy układ dwóch liczb zespolonych x, y 
Kw pów | M=V FW, (1) 
o częściach rzeczywistych x', y, częściach urojonych ia", iy”, i spół- 
czynnikach części urojonych x”, y”. Liczby (1) nazywają się zespo- 
lone rzeczywiste lub krótko rzeczywiste. jeżeli mamy g” = y” = 0, 
liczby zespolone urojone lub krótko urojone, jeżeli x” albo y” jest 
od zera odmienne. 

Jeżeli obie liczby (1) są rzeczywiste, natenczas istnieje na 
płaszczyźnie jeden jedyny punkt P, którego spółrzędne Kartezjusza 
w danym układzie U Kartezjusza równają się odpowiednio liczbom 
(1), przyczem liczby układu liczb rzeczywistych identyfikujemy 
z liczbami zespolonemi rzeczywistemi układu liczb zespolonych. 
Ale jeżeli przynajmniej jedna z liczb (1) nie jest rzeczywista, na- 
tenczas układ (1) nie może być zidentyfikowany z układem spół- 
rzędnych żadnego punktu na płaszczyźnie. Możemy jednak wpro- 
wadzić pewne umowy takie, że z każdym układem dwóch liczb 
zespolonych skojarzymy pojęcie pewnego punktu zespolonego P, 
którego układem spółrzednych Kartezjusza jest układ (1). Jeżeli 
przynajmniej jedna ze spółrzędnych (1) jest urojona, punkt P na- 
zywa się zespolonym urojonym, w przeciwnym razie zespolonym rze- 
czywistym lub „krótko rzeczywistym. Jeżeli punkt jest rzeczywisty, 
będziemy uważali za obraz tego punktu punkt na płaszczyźnie 
w dotychczasowym sensie punktu, o spółrzędnych «x, y w danym 
układzie osi Kartezjusza równych odpowiednio spółrzędnym uwa- 
żanego punktu. Jeżeli jednak punkt P jest urojony, nie odpowiada 
mu żaden punkt na płaszczyźnie w dotychczasowym sensie. 
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W prowadzimy teraz pojęcie płaszczyzny zespolonej. Rozumiemy 
przez to zbiór wszystkich punktów zespolonych o spółrzędnych 
Kartezjusza x, y w układzie Kartezjusza obranym na tej płasz- 
czyźnie. Mówimy o punktach zespolonych, że łeżą na płaszczyźnie 
zespolonej. Płaszczyznę w zwykłym sensie nazywamy w przeci- 
wieństwie do tego płaszczyznę rzeczywistą. A więc możemy uważać 
płaszczyznę rzeczywistą jako przedstawiającą część punktów płasz- 
czyzny zespolonej, a mianowicie punkty zespolone rzeczywiste. 


2. Punkty zespolone na danej prostej. 


Uważajmy równanie prostej / w skończoności 


As + By + 0=0. (2) 
Orzeczenie, że punkt zespolony P o spółrzędnych (1) leży na pro- 
stej l oznacza że spółrzędne (1) punktu spełniają równanie (2). 
Mamy więc 
Alx + ir") -+ By + ty') ++ C=0. 


Zachodzą więc równości 


Ar 4- By' -+ 0 =0. (3) 
Ax" + By" =0 $ 
konieczne i wystarczające. W przypadku, gdy punkt zespolony jest 
punktem rzeczywistym leży on na prostej / w dotychczasowym sensie. 
Pierwsze równanie (3) jest równaniem prostej /' identycznej 
z prostą ł, jeżeli x, y' oznaczają spółrzędne punktu rzeczywistego 
położonego na tej linji prostej. Drugie równanie (3) jest równaniem 
prostej l’ równoległej do prostej / przechodzącej przez początek 
układu, jeżeli x”, y” oznaczają spółrzędne punktu rzeczywistego 
położonego na tej linji prostej. 
A więc każdemu punktowi zespolonemu P leżącemu na pro- 
stej Z odpowiada para punktów P', P” o spółrzędnych zy; x”, y” 
leżących odpowiednio na prostych V, Į’ i naodwrót każdej parze 
punktów P’, P” leżących na prostych /,/” odpowiada punkt zespo- 
lony P leżący na prostej l. Punktom P rzeczywistym odpowiadają 
pary punktów P, P”, z których punkt P” schodzi się z początkiem 
układu O, a punkt P z punktem P. 
Na każdej prostej ? leży nieskończenie wiele punktów urojonych. 
Dwa punkty P,, P, nazywamy punktami zespolonymi ze sobą sprzę- 
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żonymi, jeżeli ich spółrzędne a,, y, i tą, yz są odpowiednio licz- 
bami zespolonymi ze sobą sprzężonymi Jeżeli na prostej / leży 
punkt P,, natenczas leży i punkt P, zespolony z nim sprzężony. 


3. Proste zespolone na płaszczyźnie zespolonej 
i ich klasyfikacja. 


Uważajmy funkcję linjową 
4x -- By +- © 


i załóżmy, że spółczynniki 4, B, © są dowolne liczby zespolone, 
takie, że A i B nie są równocześnie równe 0. Funkcję tę nazwiemy 
linjową zespoloną, a równanie (2) jej odpowiadające równaniem 
linjowem zespolonem. 

Umawiamy się, że wszystkie punkty zespolone P, których 
spółrzędne spełniają równanie (2) leżą na prostej zespolonej l o rów- 
naniu (2) Równanie (2) nazywamy reeczywistem, jeżeli wszystkie 
jego spółczynniki są rzeczywiste, urojonem w przeciwnym przy- 
padku. 

Niechaj będzie 


A= A p iA", B' = P4 ib’, C=C +iC", (4) 
przyczem nie wszystkie 4 liczby A, A4”; B’, B” są równocześnie 
równe 0. Uważajmy macierz 
A BOC: 


D) 
A” BR" g ( ) 


"=| 


i oznaczmy przez a, 6, y jej minory 2-go stopnia 


x= B' ( WP — BO" 
B8=C'A" —C'4', (6) 
y = F. id B" Ea A” B’. 
Macierz (5) możemy uważać jako macierz dwóch równań rzeczy- 
wistych 


Ax -+ B'y + 0' =D. (a 
A'z + B'y+ C'=0. ) 


Warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby punkt P rze- 
czywisty położony w skończoności leżał na prostej zespolonej (2) 
jest aby jego spółrzędne x, y spełniały równania (0). 
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Mamy tu trzy przypadki następujące: 

I. y=E0. Równania (7) przedstawiają dwie proste //, V” w skoń- 
czoności przecinające się. Istnieje zatem jeden jedyny punkt rzeczy- 
wisty na prostej zespolonej (2). 

II. y = 0, a albo 8 -+ 0. Równania (7) przedstawiają albo dwie 
proste U, [° w skończoności równoległe od siebie odmienne, albo 
jedna i tylko jedna z tych prostych jest w nieskończoności. Niema 
punktu rzeczywistego w skończoności na prostej l. 

II. y=0, a = ĝ =y = 0. Albo równania (7) przedstawiają 
tę samą prostą w skóńczoności, istnieje wówczas liczba k Æ+ 0 taka, 
że zachodzą równości 


Ala kA', B” =ż k B’, C" = kC’. 


Albo jedno i tylko jedno z równań (7) jest identycznie zero. Istnieje 
zatem nieskończenie wiele punktów rzeczywistych na prostej zespolo- 
nej l i leżą one na prostej. 

Zależnie od tego, który z tych przypadków zachodzi mówimy, 
że równanie zespolone należy do I, II lub III kategorji. 

Jeżeli równanie zespolone (2) pomnożymy przez dowolną liczbę 
zespoloną m od zera odmienną, otrzymamy równanie 


mAxr-+-mby-mC=0. (5) 


Równania (2) i (8) są spełnione przez spółrzędne Kartezjusza tego 
samego układu punktów zespolonych i nazywają się równoważne. 
Równania równoważne należą zatem do tej samej kategorji. 
Naodwrót, jeżeli dwa równania pierwszego stopnia o spółczynnikach 
zespolonych 
A,z + By -- (, =0. 
Az + By + C =0 


są spełnione przez układy spółrzędnych tych samych punktów ze- 
spolonych, natenczas są równoważne. W istocie oba spółczynniki 
A, i 4; są równocześnie od zera odmienne albo równocześnie równe 
zeru. Jeżeli 4, i A; są oba 4+0, natenczas mamy dla wszystkich y 


a więc 
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Jeżeli zaś A, = 4, = 0, natenczas albo oba spółczynniki B, i 5, 
są równocześnie od zera odmienne i mamy 


albo też mamy B, = B, =0Q, a wtedy również oba równania są 
równoważne. 

Każde równanie III ciej kategorji jest równoważne pewnemu 
równaniu rzeczywistemu, którego nie oba spółczynniki A i B są 
równocześnie równe zeru 

Proste zespolone przedstawione przez równania zespolone I. 
i II. kategorji nazywamy odpowiednio prostemi urojonemi I. ż II. 
kategorji. Proste zespolone przedstawione przez równanie IIl-ciej 
kategorji, a więc i przez równanie rzeczywiste nazywamy prostemż 
zespolonemi rzeczywistemi, albo krótko rzeczywistemi. Przy tem iden- 
tyfikujemy zbiór prostych rzeczywistych płaszczyzny rzeczywistej, 
któreśmy dotąd rozważali ze zbiorem prostych zespolonych rzeczy- 
wistych obeenie określonych. 

Uważajmy prostą zespoloną o równaniu (2) i załóżmy, że na 
tej prostej leżą dwa punkty P i P zespolone ze sobą sprzężone 
o spółrzędnych 

z= x ir, =y 4 iy" 


z=x — izr", y =y — iy". 
Mamy więc równości następujące 


(A!  iA(a + ix) + (B + iB iy +iy') + CHIC" "0, 
(d -HiA"j(e' — ix") + (BH iB y — iy') + C' +iC" =0. 
Mamy więc 
ArA'x' By —B'y' +'=0, 
Ax" -+ A" +By' + B'y + C'=0, 
A'Z + Ax" + By -B'y'++C'=0, 
Ax — A" x + By — By —C'=0. 
Stąd mamy 
A'r' ++ By -+ O =0, 
A"x' -B'y' =0, 
A'x' By +0" =0, 
A'x' -+ By" =0. 
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Z równości 2-giej i 4-tej wynika, że albo z” =y"=0, albo też 
mamy y= Ą' B” — A'B' =0Q. Jeżeli punkty P i P są urojone, 
natenczas mamy y=0. Ze związków 1-go i 3-go otrzymujemy 
mnożąc przez B”, B i odejmując 


a = BPC” — B"C'=0 
a mnożąc przez 4”, 4' i odejmując 
a — C' A** e G'A’ = 0. 


A więc prosta jest rzeczywista. Mamy więc 

Twierdzenie 1. „Prosta zespolona, na której leżą dwa 
punkty urojone ze sobą sprzężone jest rzeczywista“, 

Dwa równania zespolone 


Ax + By + C=0, 


ArLBy+C=0 (9) 


nazywają się ze sobą sprzężone. jeżeli ich spółczynniki są odpo- 
wiednio ze sobą sprzężone, tj. jeżeli mamy 


A=A+iA, B=B+iIB, C=0'-iC" 


dowi, Babi Uae PA 


Dwie proste /, i /, nazywają się zespolone ze sobą sprzężone, 
jeżeli istnieją takie 2 liczby k,, ką obie od zera admienne, że rów- 
nania tych prostych po pomnożeniu przez te liczby stają się zespo- 
lone ze sobą sprzężone. Niechaj równania tych 2 prostych będą 


A,z + By + (, =0, 


A,z + By + (,=0. (11) 


Mamy równości 


Jeżeli na prostej /, leży punkt P o spółrzędnych Ę=€' + iķ”, 
n= n Hin”, natenczas na prostej l, zespolonej sprzężonej leży 
Ra P zespolony sprzężony z punktem Po spółrzędnych = ig” 
n= n — iy'. Albowiem równość 


A+ B,y ++ (, = 


pociąga za sobą kolejno równości 
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AE + By + C=0, 
A++ By - C=0, 
4,5 +- By + 0, = 0. 


Dwie proste /,, ł, zespolone sprzężone należą do tej samej 
kategorji prostych zespolonych, albowiem te same punkty rzeczy- 
wiste leżą na obu prostych. Naodwrót jeżeli dwie proste zespolone 
sprzężone są urojone, każdy punkt P wspólny jest punktem rzeczy- 
wistym. Gdyby bowiem był urojonym, natenczas i punkt P zespo- 
lony z nim sprzężony byłby punktem wspólnym obu prostych. 
A więc obie proste przechodziłyby przez te same dwa od siebie 
odmienne punkty urojone ze sobą sprzężone, więe byłyby obie rze- 
czywiste i schodziłyby się ze sobą, albowiem przez dwa dowolne 
od siebie odmienne punkty zespolone P,, P, przechodzi jedna 
i tylko jedna prosta, 

Mamy więc 

Twierdzenie2. „Jeżeli dwie proste zespolone ze sobą sprzę- 
żone mają punkt wspólny, natenczas punkt ten jest rzeczywisty *. 


5. Spółczynniki kierunkowe prostych zespolonych. 


Uważajmy znów równanie zespolone (2). W przypadku, gdy 
to równanie jest rzeczywiste mamy wzory na spółczynniki kie- 
runkowe 


A (12) 


p = ER" 


gdzie e = + |, a przez R należy rozumieć dodatni pierwiastek 
R =|A* — 2AB cos 4+- B’. (13) 
W przypadku ogólnego równania zespolonego wyrażenia (12) mają 
zupełnie określoną wartość, z wyjątkiem przypadku R = 0, jeżeli 
tylko na È obierzemy oznaczoną wartość pierwiastka i obierzemy 
wartość e. Jeżeli R? jest dodatnie, obieramy na R wartość dodatnią, 
a jeżeli Æ? jest ujemne lub urojone obieramy tę wartość, której 
spółczynnik części urojonej jest dodatni. 
Liczby (12) nazywamy spółczynnikami kierunkowymi prostej 
zespolonej. Mamy więc dwa układy spółezynników kierunkowych 
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prosiej zespolonej, z których każdy należy do oznaczonego kierunku 
prosiej zespolonej. 
Przynajmniej jedna z dwóch liczb 4. B jest od zera odmienna. 


; A B 
Więc albo B = ky, albo 4 = kę jest oznaczoną skończoną liczbą. 


Mamy więc na à, p albo wzory 
1 

yi — 2k cos 6 4- k;' 
k, 

e= *[1— 2%, cosó-FiĘ' 


y„=— 


albo też wzory 
i ką 
= 81 — 2k, cos 6--ĘĘ' 
l 
Pes “pi - Zk, cos 6 -+ k$ 


Jeżeli więc stosunki spółezynników 4 i B są liczbami rze- 
czywistemi, natenczas spółczynniki kierunkowe są liczbami rzeczy- 
wistemi. Oczywiście. że naodwrót jeżeli spółczynniki kierunkowe 
są rzeczywiste, stosunki spółczynników A i B są rzeczywiste. Sto- 
sunki liczb 4 i B są rzeczywiste, jeżeli istnieją dwie liczby k, i ką 
rzeczywiste nie obie równe 0 takie, że mamy 

KK HB, 
k A" =k BY, 
a więc jeżeli mamy 
1=0, 
i naodwrót. 

Zatem dla prostych zespolonych kategoryj II. i IHM. i tylko 
dla tych prostych spółczynniki kierunkowe są liczbami rzeczywi- 
stymi. A więc prócz prostych rzeczywistych proste urojone II. ka- 
tegorji mają kierunki rzeczywiste. 

Jeżeli stosunki spółczynników 4 i B są urojone, najwyżej 
jeden ze spółczynników kierunkowych może być liczbą rzeczywistą. 
Widać też łatwo, że istnieją liczby urojone k takie, że 


1 — 2k cos 0 + k? 
jest liczbą rzeczywistą dodatnią. Jeżeli k= ķ' 4} ik”. natenczas 


i być 
musi by n 
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1 —2k'cos6+- kt — k"> 0, 
— 2k" cos 6 -+ 2k k" =0, 
kK =cosń. 
kt < sint h. 
Stosunki Ë i = nazywają się spółczynnikami kątowymi prostej ze- 


spolonej. 


6. Wzajemne położenie punktów i prostych zespolonych. 


Uważajmy dwie proste /,, ł, zespolone i obierzmy na nich 
dodatnie kierunki. Niechaj 4,, u, i g, e będą ich spółczynniki. 
Przez dostawę i wstawę kąta o kierunku drugiego z kierunkiem 
pierwszym rozumiemy znów wyrażenia 


bę dą F Cala © bay) 0086 + spa, 
(ya — h p) sin O 


i oznaczamy przez cosy, sing. Dwa kierunki są prostopadłe, jeżeli 
mamy 


Cos y = 0 s 
SE: 7 z % ; A 
zawierają one kąt -|-„ lub — „, zależnie od tego, czy sin jest 


+ 1, czy — 1. Otrzymujemy stąd wzory Rozdziału III. 
X, cos Ô -4 [ty 
sinó ’ 


À, + P cos À 
e 
sind 


(14) 


Ma — 


gdzie e = + 1, zależnie od tego, czy sin ọ = 4+ 1, czy — 1. 
Uważajmy teraz punkt P (a,b) i prostą l. Możemy napisać 
równania parametryczne prostej l prostopadłej do prostej I 


=a 4 ri, y =b- ru (15) 
gdzie r” parameir na osi ľ jest liczbą zmienną zespoloną. Odległością 


punktu P od / nazywamy wartość d’ parametru +” odpowiadającą 
punktowi przecięcia Q prostych / i V. Mamy więc wzór 


dzis t ek 


7 sin 0. (16) 
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Jeżeli odległością dwóch punktów Pi Q o spółrzędnych č, 7 
nazwiemy jednę oznaczoną wartość pierwiastka 


Vla — E+ 2(a — E) (b — x) cos 6 4- (b — n)*. 
natenczas odległość d’ równa się odległości tych dwóch punktów 
pomnożonej przez jedną z liczb + 1 lub — 1. 


7. Proste minimalne. 


Zwróćmy się teraz do przypadku dotąd wykluczonego, w któ- 
rym R jest równe 0. Mamy więc 
(A — B cos 0)? -+ B*sin*6=0, 
a więc 
A = Bicos 4 + szi sin t), 
gdzie e = + 1 albo — 1 i tak samo 
B = A(cos 8 + g'i sin 8), 
gdzie e =+-1 albo — 1. A więc wszystkie proste o równaniach 
Ax + A(cos 8 -+ ei sin by + C =0, (17) 


gdzie e = + 1, zaś A -EQiC są znów liczby dowolne mają R =0 
i tylko te proste. 

A więc przez każdy punkt P zespolony na płaszczyźnie o spół- 
rzędnych a, b przechodzą dwie i tylko dwie proste, dla których 
R = 0. Mają one równania 


2 — a -4 (y — b)(cos 4 -+ sisin 6) = 0 (18) 
albo 
(x — a)(cos 0 —e'1 sind) -+ y — b = 0. (18) 


Proste te są oczywiście zawsze od siebie odmienne i należą 
do I. kategorji, albowiem wyznacznik 


y = A'B" — A" BP' = A'(A' sin 6 -4+ A” cos 9) — 
— A” (A' cos 8 — A” sin 6) = (A* -+ A'f) sin 6 


jest od zera odmienny. Zatem na każdej takiej prostej leży jeden 
i tylko jeden punkt rzeczywisty. 

Proste te nazywają się minimalnymi z następującej przyczyny. 
Uważajmy dwa dowolne od siebie odmienne punkty P,(2y, y,) 
i P(t, ys) na prostej, dla której K=0. Mamy 


<ieomettja analityczna na płacrezyznie. 10 
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Az; + A(eos 6 | si sin 0)y, + C= 0, 
Ar, +- A (cos 9 + ei sin 6)y, + C= 0, 
a więc 
A(x, — m) +- A(cos 8 +- eż sin 8)(y, — y) = 0. 


Istnieje więc liczba k +Æ 0 taka, że mamy 


zı — T; = k A (cos 8 -|- eż sin 6), 
Yı — Y = = kA. 
A więc mamy 


(zı — 2)? + 2 (£, — 24)(y, — Y2) cos 8 + (9; — y)? = (19) 

= k? A? [(cos 0 + eĉsin 0)? — 2 (cos 0 -|- sżsin 0) cos 04-1] = 0. 
Zatem wzór na odległość dwóch dowolnych punktów prostej daje 
wartość 0. Zatem każde 2 punkty ?,, P, prostej minimalnej mają 
odległość zero. 

Własność ta jest dla prostych minimalnych charakterystyczna, 
albowiem jeżeli wyrażenie (9) równa się 0 dla jednego dowolnego 
układu dwóch punktów od siebie odmiennych pewnej prostej, na- 
tenczas z równości 


Tı — 24, = kB, YJ — y= —kA, 


gdzie k jest pewna zupełnie oznaczona liczba od zera odmienna 
otrzymamy, wstawiając w (19) równość R3 =Q. 

Dla prostych minimalnych wzory (12) i (14) przestają mieć 
sens, bo w mianownikach mamy zero. Liczby A, u dla prostych 
nieminimalnych są proporcjonalne do — B, A 


kB, 


A= 
aa: Mk (20) 
Dla prostych minimalnych otrzymujemy z tych wzorów 
43 -- 22u. cos 8 -+ u =0, (21) 


dla każdej wartości na k. Liczby à, u określone wzorami (20), 
gdzie kÆ 0 i jest dowolnie obrane nazywamy spółczynnikami kie- 
runkowymi prostej minimalnej o równaniu (2). 

Naodwrót, każde 2 liczby X, w pomiędzy którymi zachodzi 
związek (21) mogą być uważane za spółczynniki kierunkowe pewnej 
prostej minimalnej, albowiem 4 i B wyznaczone z (20) dla dowol- 
nego k Æ 0 spełniają warunek R = 0. 
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Dla prostych minimalnych mamy 


A + u cos B) -t (7 cos O -+ u) = 0, 
więc 
À = — k{À cos f -+ p), 
u= k(à -+ yp cos 0}, 


gdzie k + 0. Stąd uogólniając pojęcie prostopadłości dwóch kierun- 
ków i nazywając kierunek X, w” prostopadły do kierunku A, u jeżeli 


X = — k (à cos 8-- u), 
u = k(à + u cos 8), 


gdzie k -}.0, widzimy, że kierunek prostopadły do kierunku mini- 
malnego jest kierunkiem minimalnym identycznym z kierunkiem 
danym. Oczywiście, że ta własność jest dla prostych minimalnych 
charakterystyczna. 

Proste minimalne nazywają się też izotropowe (droites isotro- 
pes). Uważał je pierwszy Laguerre. 


8. Spółrzędne jednorodne punktów zespolonych 

na linji prostej. 

Wprowadziliśmy już pojęcie spółrzędnych jednorodnych 24, 14 
na linji prostej /, przyczem uważaliśmy punkty rzeczywiste o spół- 
rzędnych rzeczywistych. Wprowadzimy teraz pojęcie punktu zespo- 
lonego na prostej określonego przez jednę liczbę zespoloną z. Każdej 
liczbie zespolonej odpowiada jeden i tylko jeden punkt zespolony 
i naodwrót. 

Liczbę « możemy przedstawić przez iloraz dwóch liczb zespo- 
lonych 2,, z4, przyczem 2, Æ 0 

Ts 
O (22) 

Jeżeli x}, zł jest jeden oznaczony układ spółrzędnych jedno- 
rodnych punktu, natenczas na ogólny układ spółrzędnych jedno- 
rodnych tego punktu mamy wzory 


m= ka, n= ka}, A 


gdzie k jest dowolna liczba zespolona od zera odmienna. 
Widoczna, że i inne poprzednie wywody, w których liezby 
Zi, Xe, Tą etc. były rzeczywiste są też słuszne, gdy to będą do- 
10* 


www.rcin.org.pl 


148 


wolne liczby zespolone. Liczby x,, ry nazywamy spółrzednymi jedno- 
rodnymi punktu zespolonego P. 

Uważajmy teraz układ dwóch liczb zespolonych z, z}, gdzie 
dy = 0, zaś x, 40 i jest dowolne. Układy takie będziemy uważali 
za układy spółrzędnych punktu w nieskończoności na prostej l. 


9. Spółrzędne jednorodne punktów zespolonych 
na płaszczyźnie. 


Uważajmy układ dwóch dowolnych liczb zespolonych x, y. 
Możemy, podobnie jak w szczególnym przypadku. gdy x, y są oba 
rzeczywiste uważać układ trzech liczb zespolonych 2,, 14, 2,, z któ- 
rych x, jest od zera odmienne, takich że zachodzą równości 

PW (24) 
Ko. PE" Tr tb, 
Jeżeli zi. 24, x jest pewien oznaczony układ trzech liczb zespolo- 
nych, dla których zachodzą wzory (24), i jeżeli r, x}, zy jest do- 
wolny taki układ, mamy równości 


w m FA = ka, n= kH, (25) 
1 ? 1 2 


gdzie k jęst pewna liczba zespolona Æ 0. Naodwrót do dowolnej 
liczby zespolonej kÆ 0 należy układ trzech liczb (25), dla których 
zachodzą wzory (24). Układ taki trzech liczb nazywamy układem 
spółrzędnych jednorodnych punktu zespolonego P, którego spółrzę- 
dnymi Kartezjusza są x. y. 

Możemy teraz zupełnie jak poprzednio w przypadku punktów 
i prostych rzeczywistych uważać forme linjową 


Ar, + Ba, += Czy (26) 
o spółczynnikach zespolonych należącą do funkcji linjowej 


Ax + By +C. 


Spółrzędne jednorodne punktu zespolonego P, którego spół 


rzędne x, y spełniają równanie (2), spełniają równanie jednorodne 
pierwszego stopnia 
Az, + Bzą + Cry =0, (27) 


i naodwrót. 
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W prowadzimy teraz pojęcie punktów zespolonych w nieskoń- 
czoności na płaszczyźnie. Uważamy układ trzech liczb 2, £a, ty, 
z których x; = 0, zaś 2,, © są dowolne i nie oba równe 0. Każ- 
demu takiemu układowi odpowiada oznaczony punkt w nieskoń- 
czoności. Dwa punkty P, @ w nieskończoności, którym odpowia- 
dają układy 44, Tə, dy i Yı, Ya. Ys SĄ identyczne wtedy i tylko 
wtedy, jeżeli istnieje k Æ 0 takie, że mamy 


tı =ky, Tą == kyz. (28) 


Umowy te prowadzą do analogicznych konkluzyj co w przy- 
padku, gdy oba układy x,, %2; y,, Ya 84 rzeczywiste. 

Uważajmy teraz równanie jednorodne prostej w nieskoń- 
czoności 


GA, << (29) 


gdzie Cz=0. Równanie to jest spełnione przez wszystkie układy 
trzech liczb 4, £4, 14 zespolonych, dla których cs =0 i tylko 
przez te układy. A więc wszystkie punkty zespolone w nieskoń- 
czoności na płaszczyźnie spełniają to równanie. Możemy więc wpro- 
wadzić pojęcie prostej zespolonej w nieskończoności o równaniu (29) 
jednorodnem, a o równaniu 


C<0 (30) 


w spółrzędnych Kartezjusza, przyczem C=E0 jest to dowolna liczba 
zespolona. Możemy tę prostą uważać, jako należącą do II]. kate- 
gorji prostych zespolonych na płaszczyźnie zespolonej. 


Ćwiczenia. 

1. Udowodnić, że jeżeli prosta jest minimalną w pewnym układzie 
osi Kartezjnsza, natenczas jest minimalną w każdym innym układzie osi 
i należy do tej samej kategorji prostych minimalnych do siebie równo- 
ległych. 
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ROZDZIAŁ VII. 


Pola figur płaskich. 


1. Pole trójkąta. 


Uważajmy trójkąt ^A o wierzchołkach P, i=1, 2, 3. Na 
jego obwodzie mamy dwa przeciwne sobie porządki następstwa punk- 
tów, albo dwa przeciwne sobie kierunki obiegu. Uważajmy tu jeden 
z tych kierunków obiegu i ramię r, którego początkiem jest do- 
wolny punkt @ wewnątrz trójkąta A. przechodzące przez punkt P 
na obwodzie trójkąta i skierowane od punktu Q do punktu P. 
Obieg punktu P nazywamy dodatnim, jeżeli obrót ramienia r dokoła 
punktu Q odbywa się w dodatnim kierunku obrotów na płaszezy- 
źnie. zaś ujemnym, jeżeli ten obrót odbywa się w kierunku ujemnym. 
Możemy zawsze tak obrać oznaczenia wierzchołków trójkąta, że 
obrotowi dodatniemu odpowiadają permutacje parzyste 1, 2, 3; 
2, 3, 1; 3, 1, 2 wskaźników 1, 2, 3, zaś obrotowi ujemnemu per- 
mutacje nieparzyste 1}, 3, 2; 3. 2, 1; 2, 1, 3. 

Trójkąty, na których obwodzie mamy dany obieg dodatni 
nazwiemy dodatniemi, a trójkąty na których obwodzie mamy dany 
obieg ujemny ujemnymi. Polem trójkąta ^ nazwiemy liczbę. która 
dla trójkąta dodatniego jest dodatnia o wartości bezwzględnej rów- 
nej polu w sensie elementarnym. a dla trójkąta ujemnego jest 
ujemna o wartości bezwzględnej również równej polu trójkąta w sensie 
elementarnym. Wprowadzimy nareszcie trójkąty zerowe, których 
trzy wierzchołki leżą na jednej linji prostej, a polem ich nazwiemy 
liczbę 0. < 

Niechaj 6,, q,, i == 1, 2. 3 będą spółrzędne Kartezjusza wierz- 
chołków P, trójkąta niezerowego a M, p, ¿= 1, 2, 3 spółczyaniki 
kierunkowe kierunków na bokach P,P. P,P,, PiP, trójkąta zgo- 
dnych z dodatnim kierunkiem obiegu tj od P, do P,, od P; do 
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P;, od P, do P,. Równania prostych l, l, l, na których leżą 
boki P,P,, P;P,, P,P, możemy napisać w postaci 


u (z —F 64) => Aly a. Thy) = 0 (1) 


i = 1,2, 3, przyczem wskaźniki następują w porządku cyklicznym. 
Uważajmy odległości d; punktów P, od osi £,, przyczem te 
odległości rozumiemy zgodnie z definicjami Rozdział IV. Mamy 


wzory z 3 
AS — Se) F Aly — Yia) sin b, (2) 
przyczem e, = + 1 i są określone ze wzorów 
` B 
A= s, F (3) 
Ale ponieważ mamy B, = —- à, R, =1, więc otrzymujemy 
s,=-—|- l 


di = [plt — Gigi) — Aly — 7,44)] sin 0. 
Wstawiając w te wzory spółrzędne 6,, 7, punktu P, mamy 
d, = [wE — 64) — Al — hiy) sin 6. 
Na spółczynniki kierunkowe mamy wzory 


» B 
- 143 Vepa 7 Wu 
% Si+ z U 1442 7441 (4) 


b MBL "x 


gdzie b, równają się dodatnim pierwiastkom 


b= VE — Ea)? + p — naa? ZE a GaGa — ga) COBÓ 


Mamy więc 


Le e - 
d= f (R — Gia) (7 4a — Min) — (7, — Dita) (Eige p Ę, 41)] sin U 
(j 


1 = 
=; [Eie — Etat bea] — Ea + 
+ Eiaa emea Gr Nra] sin 6. 
Oznaczymy przez W wyznacznik 


G 7 1 
W=|E, m 1|. (5) 


Es 7 1 
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Wyznacznik ten nie zmieni wartości, jeżeli wskaźniki 1, 2, 3 
zastąpimy przez dowolną permutację parzysta tych wskaźników 
a zmieni znak na przeciwny, jeżeli te wskaźniki zastąpimy przez 
dowolną permutację nieparzystą tych wskaźników. 

Otrzymujemy więc na odległości d, wierzchołków P, od osi 
l; wzory 

d, = — = W sin 6. (6) 
Jeżeli zmienimy kierunek obiegu obwodu trójkąta na — przeciwny 
uważając obieg ujemny, spółczynniki kierunkowe Ai m nowych osi 
l, będą miały wartości 


u= E=—nm i=l, 2,3, 
a więc otrzymamy na odległości wzory 
T,= W sin 9. (1) 
% 


Ale odległości d, są ujemne jeżeli kierunek obiegu jest do- 
datni, a dodatnie jeżeli kierunek obiegu jest ujemny. Oznaczając 
więc przez F pole trójkąta A otrzymamy dla trójkąta dodatniego wzór 

F= — 4d, 
a dla trójkąta ujemnego 
HSZ = 4d:b;, 
a więc dla trójkąta dodatniego wzór 
F= 4W sinb, 
a dla trójkąta ujemnego wzór 
FE=— 4 W'sin9. 


Jeżeli więc będziemy uważali pewien dowolny kierunek obiegu 
na obwodzie trójkąta i jednę dowolną z permutaeyj wierzchołków 
P, odpowiadającą temu obiegowi, natenezas pole trójkąta wyrazi 
się ogólnym wzorem 


F=} W sinb, (8) 


w którym teraz W oznacza wyznacznik, w którego wierszach figu- 
rują odpowiednio spółrzędne Kartezjusza wierzchołków trójkąta w tym 
porządku, w jakim następują po sobie w uważanej permutacji. 


www.rcin.org.pl 


153 


Łatwo też wprost okazać, że wyznacznik W w ten sposób 
określony ma znak sin 0, jeżeli trójkąt jest dodatni, a na znak 
przeciwny, jeżeli trójkąt jest ujemny. 

Uważajmy w tym celu nowy układ spółrzędnych x”, y' o po- 
czątku w punkcie P,, o osi x” schodzącej się z osią /,, a o osi y' 
schodzącej się z osią „A tj. przeciwnie skierowanej, aniżeli oś l. 
Mamy wzory na przekształcenie układu spółrzędnych z, y’ 


z= k + kx — hy. 
Yy =h F T — (NY. 


Spółrzędne G/, 7: punktów P, w układzie x, y' spółrzędnych są 
odpowiednio dla P,, Py, P3 


0, 0: bę; 0; 0, by, 
a więc .mamy 


Es — 6, AM, Tę — Tą = tyły, 
fs — $ = — Ą4b, Ta — Tą = — Hebs, 
A więc mamy 
4 7, 1 


W=|5—65; fa — Mh, 0 |=(5—5,)7 — 7,) — 
Es — 6; 4:77 Nrs 0 
gin 9’ 


p FE 1 p c aS 
— (E, — E e — 7,) = — (4,14 — 2411,)b,0, = - 
($s E1 ) (g 1) ką He setts) ę Dy sino 


b,b,. 
gdzie 0’ jest to kąt jaki dodatni kierunek osi y’ zawiera z dodatnim 
kierunkiem osi r. 

W szczególnym przypadku kiedy jeden z wierzchołków trój- 
kąta np. punkt P, schodzi się z początkiem układu spółrzędnych 
mamy 


W= T, Y3 — Tyt; 
a więc otrzymujemy wzory F 


F = $ (£ Ys — Xs Yz) sin O (9) 
F= bbb sin (P; — 92); (10) 
gdzie g,, , są kąty jakie, kierunki P,P,, P,P, zawierają z do- 
datnim kierunkiem osi z. 
Przypuśćmy teraz, że trójkąt A jest nam dany równaniami 
boków 
Aæ + By + (,=0, i=l, 2, 8 (11) 
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Mamy wyznacznik spółczynników 


A B C, 
A=| 4, B G (12) 
4, B, Ć, 


i wyznacznik minorów wyznacznika 4 


Gy By Ty 
A= | ae Pe Ye (18) 
Gz Bs Ta 
Mamy 
Wam, Wda, 
Yı Ye Ys 
a więc mamy wzór 
1 
F = A*t sin 0, (14) 
ZYysT: } 


wyrażający pole trójkąta przez spółezynniki równań trzech boków. 


2. Pole wieloboku wypukłego. 


Uważajmy linję łamaną zamkniętą £ o n wierzchołkach P,, 
s=1,2,..m następujących po sobie w porządku P}, P,,...P,. Linję 
tę nazywamy wielobokiem (polygóne) i oznaczymy literą W, a we- 
ktory P,P,,, nazywamy bokami wieloboku. Wielobok nazywamy 
właściwym (non étoilé) w przypadku, kiedy bok P,P,,, ma z innymi 
bokami wspólne tylko punkty P,i P,,,, tj. początek i koniec, a mia- 
nowicie P, jako koniec boku P,_,P, poprzedzającego, a P,,, jako 
początek boku P,,,F,,, następującego. W przeciwym razie wielobok 
nazywa się niewłaściwym (polygóne etoile). 

Wielobok właściwy nazywa się wypukłym convere jeżeli każda 
prosta na płaszczyźnie ma z wielobokiem albo 1 punkt wspólny, 
albo 2 punkty, albo cały jeden i tylko jeden bok. 

Uważajmy wielobok wypukły W i dowolny punkt Q leżący 
wewnątrz tego wieloboku. Uważajmy ramię r, którego początkiem 
jest punkt ‚Q, i które przechodzi przez punkt P ruchomy na obwo- 
dzie wieloboku. Kierunkiem dodatnim obiegu punktu P na obwo- 
dzie wieloboku nazywamy kierunek odpowiadający dodatniemu kie- 
runkowi obrotu ramienia r, a przeciwny kierunek obiegu nazywamy 
kierunkiem ujemnym. Rozróżniamy więc wieloboki dodatnie i ujemne. 
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Załóżmy, że porządek następstwa P,, P,,...P, wierzchołków 


wieloboku odpowiada kierunkowi dodatniemu obiegu wieloboku. 
Uważajmy trójkąty 


Ax = QRP Pin ¿== l; 2,--:9-: 


Na trójkątach tych kierunki obiegów odpowiadające następ- 
stwu Q, P,, P,,, wierzchołków są dodatnie, a więc trójkąty są do- 
datnie. Oznaczmy przez K, pola tych trójkątów. Niechaj z,, y; będą 


spółrzędne P,. zaś x, y spółrzędne P. Uważajmy sumę $F, pól 
i=} 


tych trójkątów. Mamy wzór 


~a „k z, Yi 1 
ŻA F,= +2 Zizi Ya 1 | sin 0. (15) 
imi it ry l 


Łatwo sie przekonać, że zachodzi równość 


` 4 Y 1 _ 
Y | na Fad | = Bia Yaga — Faza Ya) (16) 
im! zyl 
Stąd wynika, że suma pól trójkątów A; nie zależy od obioru punktu Q 
wewnątrz wieloboku W. Jeżeli punkt Q obierzemy na obwodzie 
wieloboku, wówczas pewne z trójkąta ^A, będą zerowe, a na sumę 
pól trójkątów mamy znów wzór (15). Suma pól nie zależy więc od 
obioru punktu Q wewnątrz lub na obwodzie wieloboku W. Nazy- 
wając tę sumę pól polem wieloboku dodatniego otrzymamy na to pole 


wzór następujący 
F= PAR Ya = Zigi Y) Sin 0. (17) 


Tak samo nazywamy polem wieloboku ujemnego sumę pól 
trójkątów ujemnych AQP,,,P,. Mamy więc wzór 


F= PACH Yi — Zi Mx) sin 0. (18) 


i=) 
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3. Pole dowolnego wieloboku właściwego. 


Uważajmy teraz dowolny wielobok właściwy W. Uważajmy 
wierzchołek P, i oznaczmy przez a, kąt % P,_,P,P,,, odpowiada- 
jący wnętrzu wieloboku. Załóżmy, że mamy œ; = m. 

Przeprowadźmy przez punkt P, prostą / nie schodzącą się 
z żadnym z boków P,_,P,, P,P,,, i nie przechodzącą przez żaden 
z pozostałych wierzchołków wieloboku. Obierzmy nadto tę prostą 
w ten sposób, aby dzieliła kąt a, na dwa kąty < nm. Prosta ta ma 
prócz punktu P, jeszcze inne punkty wspólne z obwodem wielo- 
boku. Oznaczmy przez Q ten punkt przecięcia prostej / z obwodem, 
dla którego odcinek P,Q leży całkowicie w wieloboku W. Uwa- 
żajmy dwa wieloboki W” i W” następujące 


W' = P,Q P, Ps... PA, 
W" = PP..... PQ. 


Przytem zakładamy, że punkt Q leży na boku P,P,,,. Każdy 
z dwóch wieloboków W", W” posiada liczbę kątów wypukłych lub 
równych x przynajmniej o jedność mniejszą od liczby takichże 
kątów wieloboku W. Stosując to samo postępowanie do obu wielo- 
boków W”, W” otrzymamy pewną liczbę k wieloboków wypukłych 
W,, na Lo rozpada się wielobok W, i = 1, 2,...£. 

Jeżeli na wieloboku W obierzemy pewien kierunek obiegu, 
natenczas mamy na każdym z wieloboków W, pewien oznaczony 
kierunek obiegu i kierunki te zmienią się na przeciwne, jeżeli zmie- 
nimy kierunek obiegu na W na przeciwny. Kierunki te na W, są 
jak łatwo widać albo wszystkie dodatnie albo wszystkie ujemne. 
Nazwijmy dodatnim kierunkiem obiegu na obwodzie W ten kieru- 
nek, któremu odpowiadają kierunki dodatnie obiegu na obwodach 
W, 


, ujemnym kierunek przeciwny. Łatwo widać, że kierunek do- 
datni na obwodzie W nie zależy od sposobu w jaki rozkładamy 
wielobok W na wieloboki wypukłe. Jeżeli bowiem W4, ' = 1, 2,..%k' 
jest inny rozkład wieloboku W na wieloboki wypukłe, i jeżeli W, 
i W, oznaczają dwa wieloboki wypukłe należące odpowiednio do 
jednego i do drugiego podziału wieloboku W i mające przynajmniej 
po jednym boku leżącym na tym samym boku wieloboku W, na- 
tenczas widoczna, że dodatnim kierunkom na obwodzie tych wielo- 
boków odpowiada ten sam kierunek na uważanym boku wieloboku. 
Możemy zawsze założyć. żeśmy tak obrali oznaczenia wierzchołków P; 
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wieloboku W, że obiegowi dodatniemu odpowiada następstwo wska- 
źników, w którem po ż przychodzi w porządku cyklicznym ż-|- 1. 
Uważajmy wieloboki W” i W” na które rozkładamy W i nięchaj 


E, będą spółrzędne punktu Q. Utwórzmy dla tych wieloboków sumy 


POCZ — Fiyi) 
odpowiadające dodatniemu kierunkowi obiegu na obwodzie. Mamy 
więc dla W” 


1—I 


m jo 4/ 
TĄ — Eyit Ehin — Hy +2 (Gaya — PrpiYa), 
impit 
i da W” 
1-1 
, P = 
2 (MY — £44144) + v — 5%, + Św = T). 


kat 


Suma tych sum równa się 


p 


ACT — Bay) F Bs — By Tt m — Ga] Tr 2 EN, 


ponieważ jednak punkty P, $, P,,, leżą na prostej więc suma ta 
równa się 


bA - ). 
PAC Tys Ya) 
t-g 


Nazwijmy polem wieloboku W sumę pól wieloboków wypu- 
kłych W, na które rozkładamy wielobok W 


i 
r= Sr. (19) 


z poprzedniego wynika, że jeżeli wielobok W rozkłada się na dwa 
wieloboki wypukłe, natenczas na pole F mamy wzór (17), jeżeli 
wielobok jest dodatni, a (18) jeżeli jest ujemny. A więc drogą 
indukcji dochodzimy do wniosku, że wzory te dają pole wieloboku 
dowolnego właściwego. 
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Ćwiczenia. 


1. Uważamy równoległobok ABCD i punkt M. Okazać, że pole 
trójkąta MAC równa się sumie pól MAB i MAD (twierdzenie Va- 
rignon'a). | 

2. Okazać, że pole wieloboku równa się sumie pól trapezów 
P,P,,, 4,4, 4,, gdzie A, są rzuty punktów P, na oś x. 
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ROZDZIAŁ VIII. 


Równanie jednorodne drugiego stopnia o dwóch 
niewiadomych i jego znaczenie geometryczne. 


1. Trójmian drugiego stopnia o jednej zmiennej i równanie 
drugiego stopnia o jednej niewiadomej. 


Trójmianem drugiego stopnia o jednej zmiennej nazywamy 
funkcję 
ax? -|- 2000, o (1) 


której spółczynnikami są liczby a, 6, c. Załóżmy, że są to liczby 
rzeczywiste i że a 4+0. Wyróżnikiem (discriminante) trójmianu na- 
zywamy wyrażenie 

d=ac — b. (2) 


Trójmian (1) możemy napisać w postaci 
ii 
| (az+ +d. (3) 


O liczbach x = ġ obracających w zero trójmian (1) mówimy, 
że są pierwiastkami równania drugiego stopnia 


ax? -|- 2bz +- c =0Q. (4) 


Zachodzą tu 3 przypadki zależnie od wartości d. 
1.d>0. Mamy 2 pierwiastki x,, z, urojone sprzężone dane 
wzorem 


b niy 
na TNA, ©) 


gdzie n = + l i pierwiastek /d uważa się jako dodatni. 


2. d<0. Mamy 2 pierwiastki z,, z, rzeczywiste od siebie 
odmienne dane wzorem 
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41 =— + „Ja, (6) 


gdzie znów y = + 1, a pierwiastek jest dodatni. 
3. d=0. Mamy jeden pierwiastek rzeczywisty ty 


b 
Tę — -, (1) 


Trójmian (1) w pierwszych dwóch przypadkach można przed- 
stawić w postaci 
a(z — z,) (x — 2,) 
a w trzecim przypadku w postaci 
alz — 1,)?. 


Pierwiastek x, nazywamy podwójnym pierwiastkiem równania (4). 


2. Forma drugiego_ stopnia dwóch zmiennych. Równanie je- 
dnorodne drugiego stopnia o dwóch niewiadomych i jego 
znaczenie geometryczne. 

Forma drugiego stopnia albo forma kwadratowa o dwóch zmien- 
nych v, y nazywamy jednorodną funkcję drugiego stopnia określoną 
wzorem 


pln, y) = Ax? + ZBzy+- Cy?. (8) 
Spółczynniki A, B, C nazywają się spółczynnikami formy. Wyrażenie 
sc < (9) 


nazywa się wyróżnikiem (discriminante) formy. Forma jest zerowa, 
jeżeli wszystkie spółczynniki są liczbami rzeczywistymi. 
Uważajmy formę drugiego stopnia rzeczywistą niezerową. Mogą 
zachodzić 2 przypadki: 
I. Spółczynniki 4 i Č nie są równocześnie równe 0. 
II A i C równocześnie równają się 0. 
I. Odróżniamy tu 3 przypadki, zależnie od wartości 8 


W" TEM-O) 8.5250. 


Formę możemy przedstawić przynajmniej w jednej z dwóch postaci 
następujących 


Fdz By)! + 2y"), (10) 
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> (Bx -+ Cy)’ -+ Ża'|. (11) 
Wyrażenia w nawiasach rozkładamy na iloczyn dwóch form linjo- 
wych. Otrzymujemy dwie formy linjowe 
Ax +(B+V=d)y i Ax+(B—|—db)y, 
względnie dwie formy linjowe 
(B+/—3):-+Cy i (B—[-3)2+-Cy. 


Przytem przez /— 8 rozumiemy w przypadku 8>0 i Š, gdzie 
Vè jest dodatnie, a w przypadku < 0 dodatni pierwiastek. W przy- 
padku 5=0 mamy kwadrat formy 


Ax +- By, 


Bz + Cy. 


II. Forma jest teraz iloczynem dwóch form linjowych 


względnie formy 


Emy 
przez 2B. 
Formę kwadratową możemy zatem zawsze przedstawić jako 
iloczyn dwóch form linjowych 


ayz -Lby i ags + by 


przez czynnik k stały od zera odmienny. Formy te są zależne od 
siebie lub nie zależnie od tego czy ð jest równe zeru czy też nie. 
W istocie, mamy 


ka;a, 74, k(a b, -+ a,b) = 2B, kbb = C, 
a więc mamy 


3 = Mla, ayb, b, — Ha, b + a,b,)e] = — (arb — a): 


A więc 8 jest od zera odmienne lub też nie zależnie od tego czy 
a,b, — a,b, jest od zera odmienne lub też nie. 

Przypuśćmy teraz, że mamy dwa rozkłady formy kwadrato- 
wej na iloczyn dwóch form linjowych 


(aiz + biy) (ar j-by) i (az -+ byy) (aga -+ biy). (12) 


Natenczas zachodzą następujące możliwości. Albo istnieją dwie liczby 
od zera odmienne k;, ką takie, że mamy 


Grometeja analityczna na płaszczyznie. 11 
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a =kia,, b = kibi» 
a = Has, dą = kib,- 


Albo też istnieją dwie liczby od zera odmiene k?, kż takie, ż 
mamy 
a = kias, bi = kib, (14 
a, = ka, b= kh, | 
który to przypadek można sprowadzić do poprzedniego przez prze 
stawienie obu form linjowych jednego z dwóch iloczynów. Alb 
nareszcie zachodzą równocześnie oba poprzednie przypadki. 
W istocie z równości 


A; dy = A; a}, a,b, -|- asb, = a; bi -+ a4b,, b b, = bibs 
otrzymujemy 
(a, bą + a045,)? — 4a, azb, b, = (a; b, -+ ay by)? — 4a, a4b; bh, 
a więc 
Qybą — agb, = c(a, b, — achi), 
gdzie e = + 1. Zatem otrzymujemy dla e = + 1 


a,b, = a; bi, a,b, = ab; 
a dla s= — 1 
ay ba = Mbs arb, = a, bh. 


W pierwszym przypadku jeżeli a, = 0 mamy a; =0 i naod 
wrót, albowiem a,, b, i tak samo aż, b, nie są oba równocześni: 
* równe 0. 

Istnieje więc ki +0 takie, że mamy 


a =kia,, b a= KAD, 
|= ch 
a; = kj dą; bę == ki ba 


To samo zachodzi jeżeli b, = b= 0, jeżeli a, — a =0 i jeżel 
b, = ba = 0. Możemy więc założyć, że wszystkie liczby a, b są' od 
zera odmienne, a wówczas znów otrzymujemy związki (13). 

W drugim przypadku dochodzimy podobnie do wzorów (14). 
Pomiędzy stałymi k wzorów (13) i (14) mamy związki 


“u=,  kHli=t. 
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Jeżeli mamy ô= 0 natenczas mamy 
a4 = ka, b, = kb, 
k+ 0, więc zachodzą równocześnie związki (13) i (14) i mamy 
khkk, kk = k. 


Naodwrót, jeżeli zachodzą związki (13) i (14) równocześnie mamy 


i! „A 
c= p a, ua — E by A 
i ; 


więc mamy 5=0. 
Przedstawimy teraz formę kwadratową o(x, y) w takiej po- 


staci, w której czynnik k, który figuruje w rozkładzie tej formy 
na dwa czynniki linjowe ma wartość e = + 1. 


Uważajmy nasamprzód przypadek I. Załóżmy 5-E0i 4 0. 
Możemy formę napisać wówczas w postaci 


„A+ (B +J= dy Az + (B—| —dy (15) 
Vsa Je4 


Przytem s = +-1 jeżeli A > 0, zaś « = — 1, jeżeli A < 0, a pier- 
wiastek VeA jest dodatni. 
Forma g(x, y) przybiera postać 


e(a, z + by) lat +- byy) (16) 


gdzie mamy 


ge ż (17) 
a= sfd, stw * 


A więe zachodzi równość 


dy = Ag- 


W przypadku ô +0, C40 wprowadzamy analogicznie ozna- 
czenia 


EA b =e AGR 
fac i (19) 

RAE A 

üz "Ka * =sfeC, 


11* 
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przyczem e = + 1, jeżeli C>0; s= — 1, jeżeli C < 0, a pier- 
wiastek eC jest dodatni. Teraz forma w(x,y) przybierze znów po- 
stać (16), przyczem mamy 

bi = b: (20) 
W przypadku ò= 0 wprowadzamy w przypadku 4 Æ 0 oznaczenia 


a=s[|z4, b= (21) 


przyczem e A jest dodatni pierwiastek, zaś oznaczenia 


a= e b= |z € (22) 
JaC 


w przypadku C+ 0, przyczem (/eC jest dodatni pierwiastek. Forma 
g(«, y) przybiera postać 


s(az -|- by)? (23) 
Nareszcie w przypadku II. wprowadzamy oznaczenia 
-i 12 J == 
a, | €B, ły =0, (24) 


a, =0, bh =|/2eB, 


gdzie eB jest dodatni pierwiastek i formę piszemy w postaci 
LERA A (25) 

przyczem mamy 

a == by. (26) 

Wszystkie układy liczb Ę, 7, które wstawione w formę (8) 
zamiast x, y formę tę obracają w zero spełniają równanie jednoro- 
dnc drugiego stopnia w dwóch niewiadomych 

o(zy) = Axt + ZBzy + Cyt =0 (27) 
i nazywają się układami pierwiastków tego równania. 

Zbiór układów pierwiastków równania drugiego stopnia (27) 
jest w przypadku I. 5-0 identyczny ze zbiorem jaki się otrzy- 
muje łącząc w jeden zbiór zbiory układów pierwiastków dwóch 
równań 

a,z + bby =0, 

dyr -4 byy = Ù. (28) 
W przypadku I ò= 0 zbiór układów pierwiastków równania (27) 
jest identyczny ze zbiorem układów pierwiastków równania 


az -4- by =0. (29) 
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Także w przypadku II. otrzymamy zbiór pierwiastków rów- 
nania (27) kojarząc w jeden zbiór zbiory pierwiastków równań 


ar =, 
by =0. (30) 

Mówimy, że w przypadku I. 5$==0 i w przypadku II. (27) 
jest równaniem dwóch prostych od siebie odmiennych l, ly © równa- 
niach (28) względnie (30), a w przypadku I. ò= 0 równanie (27) 
jest równaniem prostej podwójnej I o równaniu (29). 

Proste przedstawione przez równanie (27) przechodzą przez po: 
czątek s= y =0 układu spółrzędnych. W przypadku I. 5$<0 
i I. 5=0, tudzież w przypadku II. w którym to przypadku ò< 0 
proste te są rzeczywiste. W przypadku I. 6>0 proste h. h są 
urojone ze sobą sprzężone, a ponieważ mają wspólny punkt z = y = 0 
rzeczywisty. więc należą do I. kategorji prostych urojonych. Wi- 
doczna też, że wyznaczniki y równań tych prostych są od zera 
odmienne albowiem w przypadku wzorów (10) mamy 


a = 5 JzA , 4 =0, 


= 8 i y= 5 
V:A JzA 
więc 
r=ah — ab = hÈ 
dla prostej l}, i y = — JE dla prostej ł,. W przypadku wzorów (19) 
mamy naodwrót y = —ef/8 dla prostej /, i y =ef/8 dla próstej ,. 


3. Spółczynniki kierunkowe prostych przedstawionych rów- 
naniem drugiego stopnia (27). 


Na spółczynniki kierunkowe kierunków prostych przedsta- 
wionych równaniem (27) otrzymujemy w przypadku +4 0 wzory 


À = pà R 

IeM Ft ie g, 
b, A (81) 

=a ME RE. 


przyczem e, = + 1, s = + l, zaś ri, rę mają wartości 


r, = |a — Za,b, cos 0 + R; Tą =g 2 a4bą cos 0-4 bż, 
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a na pierwiastki należy obrać pewne zupełnie oznaczone wartości, 
W przypadku 5 © 0 wszystkie spółczynniki kierunkowe są rzeczy- 
wiste, a na r, i r, obieramy wartości dodatnie. W przypadku ô œ 0 
kierunki obu prostych są urojone ze sobą sprzężone, i przynaj- 
mniej jeden ze spółczynników kierunkowych 4,, p, i tak samo 
przynajmniej jeden ze spółczynników kierunkowych X, u, są licz- 
bami urojonymi. Liezby »4 i rz są urojone ze sobą sprzężone, lub 
rzeczywiste. Mamy 
riri = (aj -+ b; — 2a, b, cos 6) (aż -+ bi — 2a,b, cos 6) = 
= aj aż -|- bibs -+ (a, b, -4 a4b,)* — 2a, dg by b, — 
— 2a 04 (0, by -F agh) cos O — 2b, ba (a, bg -+ agh, ) cos b -+ 
-+ 4a,a,0,b, ¢os? U = 
= 4: + (1 + 4B? — 240 — 4AB cos fi — 4 BC cos U +- 
-+ 4 AC cos? 6 = [2 B — (4 + C) cos 0)? +- (A — C) sint D. 


Otrzymujemy zatem wzór 
rri = [2B — (A + C)cos 0]! — (A — C)* sint 9. (82) 


Z prawej strony figuruje wyrażenie, które jest sumą dwóch kwa- 
dratów funkeyj linjowych jednorodnych spółczynników 4, B, © 
formy (8). Oznaczmy te funkcje przez 0,, Q. 


Q, =2B — (A -+ C) cos 6, 


Q = (4 — C} sin b, (83) 
a sumę kwadratów przez (2? 
Q = N -H O. (34) 


(2 jest nieujemne i tylko wtedy równe zeru, gdy mamy równości 
A = C, B = A cos Ü = C cos Ô. (35) 


A więc r, i r} obracają się równocześnie w zero wtedy i tylko 
wtedy, gdy zachodzą równości (35). W tym przypadku mamy 

è = A? sin? 6 = (*sin?6, 

VÈ = ņŅ4 sin 8 =7Csin 6, 


gdzie ņn =- 1, jeżeli 4 sin = Csinð > 0, a y=—l, jeżeli 
A sin © = Csinb <0 Mamy więc 
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a, = sza 1. (bz = c/<4 (cos 6 -+ ni sin 6), 
a4 = esa, h == s/s4 (cos 6 — ni sin 8), 
i tak samo 


a, =£ EC (cos #0 + nisin 0), b, =sfzC, 


a, = e zC (cos 9 — nisin 0), b, =effeC, 


Równanie (27) przedstawia więc dwie proste minimalne przecho- 
dzące przez początek układu i możemy je napisać w postaci 


r? -+ Zgy cos i -+ y? = 0. (36) 
W przypadku 5=0 mamy kierunek rzeczywisty 


A==—e-, p=; (37) 
gdzie 
r =|/a? — Zab cos 4 bt, 


i pierwiastek należy obrać dodatni. 


4. Kąty zawarte między dwiema prostemi przedstawionemi 
równaniem (27). 


Wstawa i dostawa kąta g, jaki dodatni kierunek na prostej lg 
zawiera z dodatnim kierunkiem na prostej /, wyrażają się wzorami 


sin p = (ly pa — ayn) sin 6, 


À Ays (38 
cos p = Jy 2a ++ Oua pa > Àap) 008 6 -|- pai pe z 
Mamy więc d 
m a,b; — dibe . 
sin p = — BT z, MB 6, 
dwg l ia — (a,b, -+ a,b,) cos 8 -+ b, ba 
Yirg 
Ale 4 i 
a, b, — a,b, = 2e /— b, 
gdzie ņ =+- 1 w przypadku wzorów (19)a ņ = — 1 w przypadku 


wzorów (17). 
Dalej mamy 


Azay — (aba -F aab) cos 6 -+ by bę = «(4 -+ O — 2B cos b). 


Otrzymujemy zatem wzory 
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A —8. , 
aìn $ = Perle. sin 4, 


Q 
A + 0— 2Bcosb 
Q : 


cos $ = EEy ty 


We wzorach tych Q jest dodatnim pierwiastkiem z (3% a więc 
w przypadku $> 0 obieramy na r, i r, wartości urojone ze sobą 
sprzężone. 

Ze wzorów (39) wynika wzór 


023 = (A -+ C — 2 B cos 8)? — 48 sin? 9, 
który można sprawdzić bezpośrednio. Wprowadzając oznaczenie 


w = A + C— 2B cos 9 (40) 
mamy więc 
Q? = w? — 48sin?Q. (41) 


Proste zlewają się, jeżeli mamy ð= 0, a są do siebie prosto- 
padłe jeżeli 
w = A + C—2Beos$==0. (42) 


Wielkości $ i w nie mogą się równocześnie równać 0. albowiem 
wówczas mielibyśmy 


i=, B = A cos b = C cos l, 


więc 
A=B=0C=0. 


Ze wzorów (39) otrzymujemy 


2y/— 6 sin 9 


(5Y=1+ C—2ZBcosó' 


Jeżeli ò= 0, natenczas mamy 
(A + 0) =(4—C): + 4AC > 4B* > 4B cost h, 


a więc A + C— 2B cos9 i 4--C+-2Bcos0 mają ten sam znak, 
który jest znakiem A -|- C. Jeżeli więc 4 i C są oba od zera od- 
mienne, natenczas w ma znak 4 i C, jeżeli zaś jedna tylko z tych 
wielkości jest od zera odmienna, natenczas w ma znak tej wiel- 
kości. w może się tylko dla 5 < O równać zeru. 
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5. Dwusieczne dwóch prostych przedstawionych 
równaniem (27). 


Równania dwusiecznych dwóch prostych /,, ł4 przedstawio- 
nych równaniem (27) są jak wiemy 


a,x--by _ h arta o 
= 


ri 


: (43) 


1 


gdzie y = + 1. Mnożąc te równania przez siebie otrzymujemy 


(ay r + byy)? (aż + bi — 2a4D, cos 0) — 
— (mz -+ byy)? (aż -+ bi — 2a, b, cos 6) = 0. 
Ale mamy 
a3 (aż -+ b — 2a,bą cos 6) — abla? -+ b? — 2a,b, cos 4) = 
= (a, b, — azb, ) (a, by -H aab, — Ža, a, cos 0) = 
= (a, by — a4b,) . 2e(B — A cos b), 
blai +- b — 2a, b, cos 0) — bila? -+ bi — 2a, b, cos 6) = 
= (t, b, — a4b,) (2b,bą cos O — a,b, — a,b,) = 
= (04 bę — a,b, ) 2E (C cos 8 — B), 
ab, (aż +- b3 — 2a by cos 0) — az ba (aq + b3 — 2a, b, cos 6) = 
= (a, by — agb) (b, bs — a, ag) = (a, ba — a4b,) e(€ —A). 


Otrzymujemy zatem w przypadku 4 0 równanie dwusiecz- 
nych prostych (27) w postaci 
g'(z, y) == A'21 -+ 2B'ry -+ C'y =0, (44) 
gdzie 
A’ = A cos 9 - B, 
2B' = A — C, (45) 
C'=B— C cos ĵ. 
Wyróżnik ò formy %'(x, y) ma postać 


8’ =(A cos 6 — B)(B — C cos b) — ——— = 


= — Bt — AC cost 0 -+ AB cos 6 +- BC ooa AT Ex 


= — 4 [2B — (A + ©) cos 0]: — 4 (4 — C)?sin?6, 
Mamy więc wzór 


5 =— yo. (46) 
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Mamy zatem ò < 0, i ò równa się 0 tylko w przypadku dwóch 
prostych minimalnych, ale wówczas ze wzorów (45) wynika, że 
równanie prostych dwusiecznych jest identycznie równe 0. 

W przypadku 5-=0 dwusiecznymi dwóch prostych zlewają- 
cych się ze sobą są prosta podwójna i prosta do niej prostopadła. 
Kładąc 

A= £a}, B = sab, C= sb? 
otrzymamy 
A' = ca (a cos (l — b), 
2B' = s(a — bt), 


C’ = sb (a — b cos 8) 
a więc równanie 


slax -+ by)|(a cos 4 — b) z -+ (a — b cos 0) y| = 0 (47) 
przedstawiające prostą daną i prostą do niej prostopadłą. 
Wyrażenie 


w =s A 4+ c'—2B'cosll 


równa się widocznie zeru. 


6. Pęki form drugiego stopnia. Pęki par prostych. 


Uważajmy dwie formy drugiego stopnia niezerowe o dwóch 
zmiennych z, y 
p (z, y) = A r? + 2B, zy + Cyy*, (3) 
Filt, y) = A,x? | 2B,ry + Cy’ 


i należące do nich dwa równania par prostych 
plz, y) =0, Plr, y) =0. (49) 


Pekiem form drugiego stopnia należącym do form (48) nazywamy 
zbiór form kształtu 


pl, y) = hp (s, Y) + a Pa (2, y), (50) 

gdzie ,, X, są dwie rzeczywiste dowolne liczby nie obie równe 0, 
parametry pęku. Pękiem par prostych należącym do dwóch par pro- 
stych (49) nazywamy zbior par prostych przedstawionych równaniem 
p(z, y) = À Pi (2, 4) + ką Gy (2, y) =0. (51) 


Forma ọ(x, y) jest zerową, jeżeli mamy równości 


Hy A; + 344; =0, 4, B, + 4, B, =0, Ją C, + %40, = 0, 
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a więc 
A,B, — 4, B, =0, B,C, — B,C, = 0, C, 4, — 04, = 0. 
Istnieje wówczas liczba k4 0 taka, że zachodzą równości 

Ay = kA, B, = kB,, C, = kC,, 
czyli spółczynniki form (48) są do siebie proporcjonalne. Naodwrót, 
jeżeli spółczynniki form (48) są do siebie proporcjonalne, istnieje 
w pęku (50) forma zerowa. 

Warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby dwa równa- 
nia (49) przedstawiały tę samą parę prostych jest proporcjonalność 
odpowiednich spółezynników obu form (48). Warunek jest oczy- 
wiście wystarczający. Jest on też konieczny, bo jeżeli oba równa- 
nia (49) przedstawiają tę samą prostą podwójną o równaniu 

. ax} by=0, 
natenczas mamy 
A, =kya?, B, =k,ab, C, = k bt, 
A, = ka, B, = k,ab, Q= k4b*, 
a więc spółczynniki odpowiednie są proporcjonalne. Jeżeli zaś oba 
równania przedstawiają te same dwie proste od siebie odmienne /,, ł, 
o równaniach 
a,r + by =0, asx -+ by =0 
mamy kładąc 
pln y) = s lair + byy) laze -+ bzy) 
palz, y) = a (riz + byj(aze +- biy) 
at ="kla,, by = kiby, aż = kia, i == kbps 
a= kia, b= kib,  a=kaq,  5=Kb, 
a więc 

A, = 64404, 2B, = k, (a, b, + asb), Ci = k, bi b 

dą = ką404, 2 B, = ką (a, b, + a4b,), Ci = kab, by, 

a więc spółczynniki odpowiednie są znów do siebie proporejonalne. 

Oznaczająe przez ò wyróżnik formy (50) mamy 

5 = (ha Aa + 34.44) (2, Ci + M Ca) — (4, B, + 2, B4)*, 
a wprowadzając oznaczenia 
5, = 4,0, — Bi, 
+ = 4,0, — Bi, (52) 
by, + 7.4, C, ++ 4,0, — 2B, B, 


o 
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mamy 


5 n EA, 246, 4-438,. (53) 


ò jest więc formą kwadratową o zmiennych A,, X,. Oznaczając przez 
w wyrażenie (40) obliczone dla formy (50) i wprowadzając ozna- 
czenia 


w, = A, + C, — 2B, cos 9, (54) 
Wz = 4, -H Ca — 2 B, cos 0 
mamy 
o= h w, F 4,07. (55) 


Jeżeli wszystkie spółczynniki formy (53) równają się zeru, mamy 
ACG =B,  4(,=EBĘ, 
A, Cs + 44, = 28,8%, 
a więc 
(Ai Cs — Az G) =0, 
więc 
4, QG = A, 0, = B, B,- 
Ponieważ przynajmniej jedna z dwóch liczb 4,, C, i przy- 
najmniej jedna z dwóch liczb Ay, C, jest od zera odmienna, więc 
zakładając C, + 0, co pociąga za sobą C, + 0, mamy kładąc 


sa 
pa 
równości 
A; c=ba,, 
O= EC 
Stąd wynika 
B, B, = k B}, 
a więc 
B, = kB,. 


Zatem odpowiednie spółezynniki form q i 9, są do siebie 
proporcjonalne i każda para prostych pęku par prostych składa się 
z tych samych dwóch prostych zlewających się ze sobą. Naodwrót, 
jeżeli spółczynniki tych form są proporcjonalne do siebie, i jeżeli 
$, = 0, natenczas ò jest identycznie równe 0. 

Uważajmy wyróżnik 


d=38,3, — 48%, (56) 
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formy (53). Jeżeli wyróżnik ten jest dodatni niema w pęku formy 
o spółczynnikach rzeczywistych będącej pełnym kwadratem, a więc 
niema pary prostych rzeczywistych zlewających się ze sobą. Jeżeli 
wyróżnik jest ujemny, mamy 2 pary prostych zlewających się ze 
sobą. Nareszcie w przypadku d == 0 mamy jednę taką parę prostych. 

Mamy 

d = (A, C — B5)(A, Ca — Bi) — HA O; + 4,C, — 2B, B,)? F 
S 4 Ca — 4G) — 44 (a Bi — AC, B ZE 
(4, C, + 4,0,)B, B, = (4, B, — 4, B,)(B, C, — B,0,) — 
— $ (4, C; — 44C,)3. 

Mamy więc 


d= (4, B, — 4,B,)(B, C, — B,C,) — 4(A,0, — 4,0). (57) 


Jeżeli to wyrażenie znika, natenczas jeżeli nie wszystkie 
3 spółczynniki formy (58) są równe 0, tj. jeżeli oba równania (49) 
nie przedstawiają tej samej pary prostych złewających się, naten- 
czas w pęku istnieje jedna jedyna para prostych zlewających się. 
Naodwrót jeżeli w pęku istnieje jedna jedyna para prostych zlewa- 
jących się, zachodzi warunek 


d=V. (58) 


Łatwo okazać, że warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby 
d równało się O jest aby przynajmniej jedna z dwóch prostych 
li, łą przedstawionych przez pierwsze z równań (49) zlewała się 
z przynajmniej jedną z dwóch prostych 4, ł przedstawionych przez 
drugie z równań (49). W istocie, jeżeli A, = 4, = 0, zachodzi wa- 
runek (58). Dalej jeżeli mamy 4, +0, 4, =0 i równania 


4,2 +- (B, + — 2,)y 20. 


2 Br -+ Czy =0, (68) 


przedstawiają tę samą prostą, mamy 


A, C, — 28, B, = 2B, nh — b, 


więc 
lub 4B (Bi — 4, (,) = (A, (, — 2 B, B,)*, 
u 

— 44,0, BĘ — A;C3 + 4A, B, B,C, =0, 
więc 


44, B,(B, C, — B,0,) — 4101 =0, 
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eo jest właśnie warunkiem (58). Nareszcie jeżeli A, + 0, 4, #0, 
i równania 
Az -+ (B, - 4, |- 2,)y =0, (60) 
* A,x + (By +s y— ż)y=0, 


przedstawiają tę samą prostą, mamy 


A, B, -— A; B, a= — (dy Ty y >, Żą = Asih /— 2,). 
(4, B, — A,B)? = Ai B} — 4,C,) + AŻ(BĘ — A,C,) + 
+ 24, 447,7 g Ža. 

A; A [4, C, - 4,0, — 2 B, Bi] = 24, Ah Tn 2, r, 

więc mamy 
dj — 48,04 = 0, 

czyli znów warunek (58). Naodwrót, niechaj ten warunek będzie 
spełniony. Możemy założyć, że nie obie wielkości 4,, A, równo- 
cześnie są równe 0. Zarówno w przypadku 4, Æ 0, 4,=E0, jak 
i w przypadku 4, Æ 0, A, = 0 dochodzimy do rezultatu, że rów- 
nania (60) względnie równania (59) dla pewnych wartości na 9, 9, , Ne 
przedstawiają tę samą prostą. 

Wyrażenie w równa się zeru dla jednej i tylko dla jednej 
pary prostych pęku z wyjątkiem przypadku gdy w, = w, =0. 
A więc w pęku mamy jednę i tylko jednę parę prostych prosto- 
padłych do siebie, z wyjątkiem przypadku gdy obie pary dane 
składają się z prostych do siebie prostopadłych, a wówczas każda 
para pęku składa się z prostych do siebie prostopadłych. 


Ćwiczenia. 
1. Dane dwie pary prostych 
Az? + 2Bry + Cy? = 0 (1) 
A'r? + 2 B'zy + Cy =0. (2) 
Napisać wyrażenie na stosunek podwójnego podziału prostych pierwszej 
pary i prostych drugiej pary. Jaki jest warunek, aby te dwie pary pro- 


stych były harmonicznie sprzężone ze sobą? 

2. Znaleźć równanie pary prostych prostopadłych odpowiednio da 
prostych pary (1). 

3. Znaleźć warunki konieczne i wystarczające, aby para dwusiecz- 
nych pary dwusiecznych dwóch prostych danych schodziła się z daną 
parą prostych. 
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4. Okazać, że stosunek podwójnego podziała dwóch prostych (1) 
do siebie prostopadłych i dwóeh prostych minimalnych 


z? + 2ry cos 9+ y? =0 (3) 
jest harmonicznym. 

5. Znaleźć równanie dwóch prostych otrzymanych przez obrót pary 
prostych danych równaniem (1) o kąt p dokoła początku układu spół- 
rzędnych. 

6. Zbadać proste przedstawione równaniem 


6x? + 8zy + 2y3=0 (4) 


i napisać równanie dwusiecznych. 
7. Kiedy pary prostych (1) i (2) zawierają te same kąty? 
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ROZDZIAŁ IX. 


Ogólna funkcja drugiego stopnia o dwóch zmien- 
nych. Ogólne równanie drugiego stopnia o dwóch 
niewiadomych i jego znaczenie geometryczne. 


1. Ogólna funkcja drugiego stopnia o dwóch zmiennych 
i ogólne równanie drugiego stopnia o dwóch niewiadomych. 


Ogóluą funkcją drugiego stopnia o dwóch zmiennych x, y 
nazywamy funkcję 


fla, y) = Aa: + ZBzy + Cy +2Dr+2Ey +F, (1) 
gdzie A, B,...F są to zupełnie dowolne liczby, spółczynniki funkcji. 
Jeżeli są one wszystkie rzeczywiste funkcja nazywa się rzeczywistą, 
jeżeli wszystkie są równe zeru zerową, w przeciwnym razie nie- 
zerową. Będziemy stale uważali funkcje rzeczywiste i niezerowe. 
Zmienne z, y będą mogły przyjmować dowolne wartości zespolone. 

Każdy układ wartości x =4, y = ņ) obracający w zero funk- 
cję (1) nazywa się układem pierwiastków równania drugiego stopnia 


fix, y= Ar +-2Bcy+- Cy --2Dzxz+4-2Ey-+- F=0. (2) 

Układ taki przedstawiamy przez punkt P, którego spółrzęd- 
nymi są liezby tego układu. Mówimy. że równanie drugiego stopnia 
(2) przedstawia krzywą drugiego stopnia, której punktami są punkty 
P, a o punktach P mówimy, że leża na krzywej drugiego stopnia (2). 

Punkty P mogą być rzeczywiste albo urojone. W szczególnym 
przypadku gdy mamy Á = B = Č = 0, zbiór punktów P leżących 
na krzywej drugiego stopnia (2) jest identyczny ze zbiorem punk- 
tów spełniających równanie pierwszego stopnia 


2De 4+2 Ey + F=0. (3) 


W dalszym ciągu rozważań będziemy zakładali, że ten przy- 
padek nie zachodzi, a więc przynajmniej jedna z liczb 4, B, © 
jest od zera odmienna. 
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2. Wyznacznik funkcji drugiego stopnia. 


Równocześnie z funkcją (1) będziemy uważali trzy następu- 
jące funkcje linjowe zmiennych 2, y 


ziz, y) = Ar + By -+ D, 
B(z, y) = Bz + Cy E, (3) 
+(x, y) = Dr + Ey 4+ F. 
Mamy 
Fia, y) = alz, y) +- Bln yy Hyi y) (4) 


Wyznacznikiem funkcji (1) nazywa się wyznacznik trzeciego 
stopnia trzech funkcyj (3) 
ABD 
A=|BCE|. (5) 
DEF 


Jestto wyznacznik symetryczny t. zn. element położony w i-tym 
wierszu i w k-tej kolumnie wyznacznika równa się elementowi po- 
łożonemu w k-tym wierszu i w i-tej kolumnie wyznacznika. 

Wyznacznik W minorów drugiego stopnia wyznacznika A jest 
również wyznacznikiem symetrycznym. Oznaczymy przez ð, 8, 8” 
minory główne wyznacznika A należące odpowiednio do elementów 
F, A, C, zaś przez x, x”, x minory poboczne należące odpowiednio 
do elementów B, D, KŁ. Mamy więc 


| (6) 


Pomiędzy wyznacznikiem A, jego elementami i jego minorami 
drugiego stopnia zachodzą pewne ważne związki. Przedewszystkiem 
mamy 


A= A0 HBr 4 Ds" =B 4 03" 4 Ex =Dx"--Ex' + FB. (0) 


Następnie sumy iloczynów, elementów dowolnego wiersza wyznacz- 
nika A przez minory należące do innego dowolnego wiersza rów- 
nają się zeru. Otrzymujemy 6 dalszych równości, których tu nie 
wypisujemy. 

Uważajmy dalej minory 2-go stopnia wyznacznika W. Minor 
należący do elementu figurującego w i-tym wierszu i w k-tej ko- 


Geometrja analityczna na płaszczyznie. 12 
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lumnie równa się według znanego twierdzenia z teorji wyznaczni- 
ków iloczynowi wyznacznika A przez ten element tego wyznacz- 
nika który figuruje w 4-tym wierszu i w k-tej kolumnie. Mamy 
więc związki 

x CAS xw FA=KB'—xt (8) 
'x'—B4, DA =at m a Kadzia. 


3. Rozkładanie funkcji drugiego stopnia na iloczyn dwóch 
funkcyj pierwszego stopnia. Równanie dwóch prostych. 


Iloczyn dwóch funkeyj linjowych zmiennych z, y jest funkcją 
drugiego stopnia tych zmiennych. Spytajmy się, jakie są warunki 
konieczne i wystarczające, aby funkcja (1) dała się rozłożyć na 
iloczyn dwóch funkcyj linjowych 

(z y) = 42 + byy + (4, 
hin y) =at byy | 


F(z, y) = klas + by + a) (242 - byy +- (2). (10) 
Muszą zachodzić następujące równości 
A= kat, 2B=k(a,ly + ab), C= kb, bs, 
2D= klac t anc), 2E= klih e t be), F=kcq,. 
Chodzi więc o wyznaczenie wszystkich układów 7 niewiadomych 
ki a,, by, C1; a2, by, Co spełniających 6 równań (11). 

Uważajmy trzy pierwsze równania (11). Wiemy, że istnieją 
liczby k; a,, bi; «4, bs spełniające te równania i czyniące zadosyć 
warunkom k=E0, a, albo b, ż=0, a, albo b0 Nadto w przy- 
padku 4 ++ 0 możemy przyjąć 

Gie p; d= eA 
gdzie e = + 1 zależnie od znaku 4, w przypadku C 4+ 0 możemy 


przyjąć 
k= e, b, =b #0, 


gdzie znów = + l zależnie od znaku 4, nareszcie w przypadku 
A=C=0, B# 0, możemy przyjąć 
k=e, a, =b, == 0, 


(3) 


w postaci 


(11) 


gdzie znów s= + 1, zależnie od znaku B. Wiemy dalej, z roz- 
ważań poprzedniego Rozdziału, że jeżeli 
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k(a, z -+ byy) (012 - byy) (12) 


k'(a;z + biy) (ase -+ by) (13) 


są dwa różne od siebie rozkłady formy 


lr, y) = Azt -+2 Bry -+ Cy? 


na iloczyn dwóch form linjowych. natenczas albo istnieją dwie 
liczby £, F U, k, +0 takie, że mamy równości 


kiiy = d, kib =4, 


k, āū, = 05, kab, = b, 


(14) 


albo też istnieją dwie liczby k, 4 0, ką + 0 takie, że mamy równości 


ka; = aż, kibi = bs, 
kra, = a4, k, b, = bi, 


(15) 


albo nareszcie są spełnione zarówno równości (14) jak równości (15). 
Obrawszy pewien układ wartości na niewiadome, spełniający 
pierwsze trzy równania (11) zwróćmy się do ostatnich trzech rów- 
nań. W równaniach tych figurują niewiadome c, i cz. Odróżnimy dwa 
przypadki 
L 3=k0. IL 5=0, 


W przypadku I. rozwiązujemy równania 


klares + ac) = 2D., 


k(b,cz + be) = 2E (16) 
względem c, i cz i otrzymujemy 
—_ 2(DŁ, — Ka,) _ 2(Db, — Ea) 7 
amima aa) * aaa C9 
a wstawiając te wartości w ostatnie równanie (11) . 
kc SF (18) 
otrzymujemy 
4( Db, — Ka,) (Db, — Ka.) = — kF(a,b, — a,b,)*. 
Ale mamy 
(ay by — agb)? = (a, dą + agb)? — 4a,a,b,by, 
a więc otrzymujemy warunek 
12" 
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CD -4 AK —2BDE=F(AC — B’), 
tj. warunek 


A=0 (19) 


jako warunek konieczny istnienia liczb c, i cz. Warunek ten oczy- 
wiście nie zależy od obranego układu rozwiązań pierwszych trzech 
równań (11). 

Warunek (19) jest wystarczający, albowiem wyrażenia (17) 
spełniające równania (16) spełniają i równanie (18), jeżeli ten wa- 
runek jest spełniony. 


W przypadku II. przyjmijmy 
n = dą = A, b, SZWEż0: 
Na wyznaczenie c, i cz mamy równania 


kalea + cą) = 2D, 


kb(e, +a) =2ZE, (20) 


ką ty =F, (18) 
Stąd otrzymujemy warunek komieczny rozwiązalności równań (29) 
Dh — Ea =0. (21) 


Warunek ten jest i wystarczający, albowiem a i b nie są oba 
równe 0. Mamy dalej 
23 T) 
aad T a 71 


a 
Cy Ca cj E 


Zawsze istnieje zupełnie oznaczony układ 2 liezb c, i c, których 
suma i iloczyn są liczby dowolnie dane. W istocie c, i c, są pier- 
wiastkami pewnego zupełnie oznaczonego równania drugiego sto- 
pnia, które można napisać w jednej z dwóch postaci następujących 


(22) 


zależnie od tego czy a +Æ 0, czy b40. 


www.rcin.org.pl 


181 


Warunek (21) równoważny jest warunkowi 
(Db — Ka): = LJ 
CD! +- AE* — 3BDE=0, 


a ponieważ 5=0, więc dochodzimy znów do warunku (19). 
Otrzymaliśmy więc 
Twierdzenie 1. „Warunkiem koniecznym i wystarczającym 
aby funkcja (1) dała się napisać w kształcie (10) jest równość (19)*. 
W przypadku 8=E0 funkcja (1) daje się napisać w kształcie 


e(a,z + byy ++ c,)(ayz +- byy = cy) (23) 
przyczem albo a, ża! albo bi =b, albo a, s=%,, a, =b = 0, 
e = + l, a w przypadku 5=0 w kształcie 
(az -+ by + e) (az by + s). (24) 
Udowodnimy teraz z łatwością, że jeżeli 
k(a, © + byy + 6) (Gą7 + byy + c) 
Elajx hy oy(ażz iy +6) 


są dwoma różnymi rozkładami funkcji (1), natenczas albo istnieją 
dwie liczby k, +0, k, 4+0 takie, że mamy równości 
ka =4,, k b= b, kiti = js 

, 3 r ; 25 

ka =aj,  kęłą=bh, kąd, 3 

albo istnieją dwie liczby k, +0. k, + 0 takie, że mamy równości 


k, a, = 04, kib, = bp kit = Gs 


kuma hka: "Bis, (26) 


albo nareszcie spełnione są zarówno równości (25) jak i równości (26). 
W istocie, w przypadku. ò= 0 otrzymujemy ze wzorów (17) i z rów- 
ności (14) 

F k 
Ke” A= ph *' 
a ponieważ mamy 


k'k, ką = k, 


więc dochodzimy do równości 
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r — t — A 
kiti = ĉi, kyes = C, 


i tak samo otrzymujemy ze wzorów (17) i z równości (15) 


c, == EJ J MZ 
"za * "PNE WE 
dochodzimy więc do równości 
kie = c; kb SZĄ. 
k(a, cs + 24,) = K (a, 6 + a365), 
k(byc, F baci) = k' (bich + bici), 


- — E 4 
kiia = Kee: 


Mamy 


Przynajmniej jedna z liczb c}, cs; &, cz jest od zera odmienna np. 


c,. Mamy 


więc otrzymamy 
klaci — aiti) c, = (kaze, — kage) cis 
k(bici — bici) =(k'bącq — kb,e,)ci 
W przypadku równości (14) mamy więc 
ka cz(cj —— kie) == aci (k kaci — kc,), 


r kby ca (ci — ki c,) = bgc (k' kyc — ka), 
a więc 
(ka, cy — k'k acili — kyc,) =0, 
(hb, cz — k'k,b4cj) (c; — k,e,) =0. 
Mamy zatem w przypadku ô Æ 0 
A=" 
W przypadku 5=0 mamy 


0 =Ma,, ` 


bę = mh, 

a, = m'ai, 

bą = m'by. 
Mamy zatem albo 

e = kic, 


albo 
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cu SIĘ k 

^ = ! c — 1 ST 
m m 

Tak samo z równości (15) wynika 


(k kicia, — c, kas) (kacs — 4) = 0, 
(k"k, czby — c, kbąj (kacs — cj) = 0. 


A więc w przypadku 4+ 0 mamy 


cy == kc, 
a w przypadku 5==0, albo 
G= ką Ca, 
albo 
> ky 
c = kme =—,€, 


4" 


Twierdzenie jest więc udowodnione. 

Zbiór punktów P. których spółrzędne spełniają równanie (2) 
zlewa się ze zbiorem punktów leżących na przynajmniej jednej 
z prostych ł,, l}, przedstawionych przez równania 


1 (2, y) Ea,r+ bzy +0, *0, (27) 
lę(z, y) = ax + by + c, =0, 


które się otrzymuje przyrównywując do zera funkcje linjowe, na 
które funkcja (1) została rozłożona. Z rozważań poprzednich wy- 
nika, że proste ł, i l, nie zależą od rozkładu funkcji (1) na funk- 
cje linjowe Mówimy, że równanie (2) przedstawia dwie proste l, l}. 
A więc w przypadku A = 0 równanie (2) przedstawia dwie proste. 
Proste te mogą się zlewać lub być od siebie odmienne. W przy- 
padku ò+ 0 są one od siebie odmienne i przecinają się. 

Uważajmy przypadek ô= u i równania (22). Wyróżniki rów- 
nań tych są odpowiednio 


F p PF Ez 
k ktat ko ke? 
a więc równają się 
AF—D , COF— E? 
kia? - pja 


Wprowadzając minory 8' i ò” otrzymujemy w przypadku A Æ 0, 
C0 równość 
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== - (28) 


Jeżeli A =0 mamy ò” =Q i jeżeli C= 0, mamy ò = 0. W przy- 
padku A=EF0, C#0, minory $' i 8” są równocześnie dodatnie, 
ujemne i równe zero. Ponieważ Æ i C mają te same znaki, więc 
10/15” mają te same znaki. 

Kładąc k == £ otrzymujemy na c, iĉ w przypadku gdy przy- 
najmniej jeden z minorów ò’, è” jest dodatni, dwie wartości uro- 
jone ze sobą sprzężone. W przypadku, gdy przynajmniej jeden 
z tych minorów jest ujemny, c, i c są oba rzeczywiste. Nareszcie 
w przypadku č = è” =0 otrzymujemy jeden pierwiastek podwójny 
rzeczywisty c, = cę = c. Na pierwiastki te mamy wzory 


ra =i (D + V= (29) 


E ` ED 
Cis s = ATEJ ŁZY 


W przypadku 5=E0 wynika ze wzorów (17), że c, i cs są 
rzeczywiste, jeżeli a,, by, aą, by, k są rzeczywiste, a urojone sprzę- 
żone, jeżeli a, i a. i tak samo b, i b, są urojone ze sobą sprzę- 
żone, a k rzeczywiste. A więc w przypadku ô `œ 0 proste /, il, są 
urojone ze sobą sprzężone I. kategorji; w przypadku ò < 0 rzeczy- 
wiste; w przypadku $—=0, jeżeli przynajmniej jeden z minorów 
©, ò” jest dodatni, urojone ze sobą sprzężone II. kategorji; jeżeli 
przynajmniej jeden z minorów ò’, 8” jest ujemny, rzeczywiste od 
siebie odmienne, równoległe do siebie; i nareszcie w przypadku 
gdy ò = ð =U proste są rzeczywiste i zlewają się ze sobą. 

Warunek A = 0 pociąga za sobą równości 


33 — xż=(, JZ—x'=0, ZY —y=0, 


«x — òn = 0, z'a — Hua =0, a — 3” x" =0. 


(30) 


Z równości tych wynika, że żadne dwa z minorów ð, 8, &” 
nie mogą być znaków przeciwnych. Jeżeli ò= 0, natenczas mamy 


x =x =. 


Jeżeli dwa minory główne są równe zeru, natenczas wszystkie 
3 minory poboczne x, x’, x” są równe zeru. A więc jeżeli wszystkie 
3 minory główne są równe zeru, natenczas wszystkie minory 2-go 
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stopnia wyznacznika A są równe (0. Widzieliśmy, że w tym osta- 
tnim przypadku równanie (2) napisać można w postaci 


e(ax + by + 0)? = 0, (31) 


i że przedstawia prostą podwójną rzeczywistą, i naodwrót jeżeli 
równanie (2) w przypadku A= 0 przedstawia prostą podwójną 
wszystkie minory 2-go stopnia są równe zeru. 
W przypadku 5 = 0 możemy równania obu prostych napisać 
w postaci 
As-by+ D+|Z6 —0, 
i w postaci 


Bæ +Cy+Kk+/-6=0. 


Warunki ò” = 0, ò + 0 pociągają za sobą A = B = 0, a więe 
ponieważ 
* BE ODE 


więc D = 0. Równanie (2) ma postać 


Cy + 2Ey 4+ F=0 (32) 
i przedstawia dwie proste równoległe do osi y, urojone sprzężone 
jeżeli © œ 0, rzeczywiste od siebie odmienne jeżeli 5 < 0, jednę 
prostą podwójną, jeżeli ð =0. 
Tak samo warunki ò =0, ò’ + 0 pociągają za sobą B==C=0 
a więc ponieważ 
w = BD — AEmz0, 


więc E= 0. Równanie (2) ma postać 
Axr? + 2Dx + F=0 (33) 


i przedstawia dwie proste równoległe do osi z, urojone sprzężone, 
jeżeli ò” >0, rzeczywiste od siebie odmienne jeżeli 5” < 0, jednę 
prostą rzeczywistą, jeżeli ò” = 0. 

Równość (23) otrzymujemy wprost z równości 


x =BD— AE —=(, x” = BE— (CD=(0, 
albowiem jeżeli A +0, C+0 mamy B-E0 więc otrzymujemy 


A Et = CD, 
czyli równość (28). 
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Reasumując wyniki, do których doszliśmy badając równanie 
(2) w przypadku A = 0 możemy ułożyć następującą tabelkę: 


Ń=0 
| 
L 8-==0. | IL 35=0. 
Proste nie równoległe. Proste równoległe. 
ESR ZS 1. 3,8" nie oba = Q. 
Urojone sprzężone. Odmienne od siebie. 
2 %6>0. | 9 $ lub $” dodatnie. 
Rzeczywiste. | Urojone sprzężone, 
a) 5:20, 87520, 
Nie równoległe do osi. 
|) 6>0 8'=0 
| Równoległe do osi z. 
c) 8=0, $'>0. 
| Równolegle do osi y. 
| 2) 3’ lub 2” ujemne, 
Rzeczywiste. 
| a) <0, <0. 
| Nie równoległe do osi. 
b <0, =O. 
Równoległe do osi z 
= EU: 
| Równoległe do osi y. 
2. z = 8” — 0. : 


Zlewajace się 


4. Punkt przecięcia się dwóch prostych danych równaniem 
(2) w przypadku JRE O. 


Uważajmy równania (27) prostych /, i/4. Pomnóżmy je przez 


2 


are, i dodajmy do siebie. Tak samo pomnóżmy je przez 
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e 
k A : a- À a 
z ba» zb i dodajmy do siebie. Otrzymamy równania 
s = 0 
Ax + By 4+ D i (34) 


Bz + Cy + E=0, 


które w przypadku 8-E0 stanowią układ równań równoważny 
układowi równań (27). 

Równania (34) przedstawiają dwie proste rzeczywiste od siebie 
odmienne przecinające się. Na spółrzędne Ę, ņ punktu S przecięcia 
prostych tych a więc i prostych /,, /, otrzymujemy wzory 


=>, 1=$- (35) 


Proste (34) będziemy oznaczali przez a, $, albowiem lewe strony 
równań (34) są to funkcje x(x, y), B(x, y) wzorów (3). 

W przypadku ô= 0 albo równanie (34) przedstawiają jednę 
i tę samą prostą, albo jedno i tylko jedno równanie jest identycz- 
nie zero, a drugie przedstawia pewną prostą w skończoności. A mia- 
nowicie pierwsze równanie jest identycznie zero, jeżeli (2) przed- 
stawia dwie proste równoległe do osi x-ów, zaś drugie równanie 
jest identycznie zero, jeżeli (2) przedstawia dwie proste równoległe 
do osi y-ów. W przypadku kiedy (2) przedstawia prostą podwójną, 
równania (34) przedstawiają tę prostą, albo jedno i tylko jedno 
z tych równań znika identycznie. 


5. Dwusieczne dwóch prostych danych równaniem (2). 


Załóżmy 8-E0. Równania prostych /,, 2; dwusiecznych pro- 
stych l, lą napiszą się w postaci 


WADA 03 — EEC 5) 
EE GZ "2E ET - 
Va + R— zab cos6 (aj 0 — 2a, bs cos 0 


gdzie yn = + 1. Mnożąc te równania przez siebie otrzymujemy 


równania 2-go stopnia 


(a, r sp by LE Gy * (aż r l = 2 aąb, cos 6) == (37) 
— (a, 2 + byy + ĉa)? (a? + b3 — 2a, b, cos 6) ==0. 7 


Z rozważań Rozdziału poprzedniego wynika, że równanie to 
można napisać w kształcie 
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s 
(A cos 4 — Bjx* +- (A — C)ry + (B — © cos fijy* -+ 
+ 2D'r--ZE'y+-F' =0. 
Na spółrzędne 6, 7 punktu przecięcia prostych ia] A otrzymujemy 
więc wzory 


(38) 


(A cos 4 — BĘ  4(A — C)q + D' =0, 
+(4 — C)+ (B — C cos 6)y + E =0, 
Mamy dalej 
JE, n) =0. 


Stąd wynika, że równanie (38) można napisać w postaci 


(A cos 6 — B)(x — 6)? +- (A — C)(z — 6) ly — 7) -+ 


+ (B — C cos b) (y — n)’ = 0. (39) 


Do tego samego rezultatu dochodzimy wprowadzając nowy 
układ spółrzędnych x’, y o początku w punkcie S i o osiach rów- 
noległych i równo skierowanych z osiami x, y. Mamy 


> z=r+Ę, 
=y +, 
ar + hyt e =ar dy, 
azt byy + a = a + by”, 
a stąd dochodzimy znów do równania (39). 


Uważajmy teraz przypadek 5—= 0. Dwusieczną I dwóch pro- 
stych /,, l} danych równaniami 


as +- by ++ c, =0, 
az -+ by -+ ce =0, (40) 


nazywamy prostą równoległą i równo oddaloną od tych prostych. 
Prosta ta dana jest równaniem 


arpoy +T 0. (41) 


a więc 


W istocie uważajmy na prostych /,, ł, ten sam kierunek 


b 


A= e oe aea b, 
a* +- b? — żab cos f 


(42) 


a 
€ ` 
Va! +b! — Zabcosb 


k = 
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gdzie e jest oznaczona liezba -|- 1 albo — 1. Odległości r, ir, 
punktu P(E, r) od prostych l, ił, liczone na osi l’, której kierunek 


A T : : À: 
zawiera kąt > z dodatnim kierunkiem na prostych /,, l są 


a$ bn + 0 

* fa: Ax b2 — 2 ab cos Ñ 
atonta 

m Z: -+ b, — Jab cos O 


py == sin b, 


sin 0. 


Mamy 
a +r=0, 


a stąd otrzymujemy równanie (41). 
W rozumowaniach tego ustępu zakładamy, że żadna z pro- 
stych 2,, l} niema kierunku minimalmego. 


6 Równania drugiego stopnia przedstawiające te samą krzywą 
2-go stopnia. 

Uważajmy dwie funkcje 2-go stopnia o zmiennych 2, y, fi (£, y), 
fa(z,y), i dwa równania drugiego stopnia 


f(x, y) =0, 


( 
f(x. y= 0. (44) 


Mówimy, że te równania przedstawiają łę samą krzywą 2-go sto- 
pnia, jeżeli zbiór punktów P, których spółrzędne 2, y spełniają 
jedno dowolne z tych równań jest identyczny ze zbiorem punktów, 
których spółrzędne spełniają drugie równanie Wiemy, że warun- 
kiem wystarczającym aby to zachodziło, jest proporejonalność spół- 
czynników funkcyj (43). Okażemy, że ten warunek jest i konieczny. 

Przedewszystkiem, jeżeli dwie funkcje (43) przyjmują te same 
wartości dla wszystkich układów liezb «, y, natenczas funkcje te 
są identyczne. Albowiem kładąc y = 0 otrzymujemy 


Ax: +2Dr-- F= A'r: +-20'1+-F", 
a więc 
A=A, D=D, F=F, 
a kładąc z =0 otrzymujemy 


Cy H2Ey + F=zC'yt+-2F'y+-F", 
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a więc 
Q= C, B= E', F= F", 
skąd wynika 
B= P. 


Udowodnimy teraz następujące twierdzenie: 
„Jeżeli wszystkie punkty leżące na prostej danej równaniem 


a,r + bytea = 0 (45) 
leżą na krzywej K drugiego stopnia przedstawionej równaniem (2), 
natenczas istnieje druga prosta l, o równaniu 
ay 1 +- byy -+ c, =0, (46) 
taka, że wszystkie punkty tej prostej leżą też na krzywej K i że 
mamy identycznie 
fa) = (ae + byy -H ci) (97 +- byy H es)". (47) 
W istocie załóżmy a, 40 i uważajmy równania 


Q40, = A, 
a,b, + ab, = 2B, 
aê: -|- a =2D, 
w których a, by, cę są niewiadome. Z równań tych obliczymy te 
niewiadome w jeden jedyny sposób. Mamy więc 
(a z +- byy + 4) (042 t byy ++ c.) © Ar + 2 Bzy +- bybyy, -|- 
+ 2 Da -p (bita + byc, jy A cą. 


Jiz, y) — (a, x +, y + ICE: + byy > €4) E 
= (0— byb,)y? + [2E — (be, thay k— ce, 


obraca się w zero dla wszystkich punktów na prostej l, a więc 
dla wszystkich wartości na y. albowiem do każdej wartości na y 
można znaleźć wartość na x spełniającą równanie (45) A więc 
mamy związki 


Różnica 


C=bhy, 
2E = b, cs +- byc, 
F= Ci lg, 


czyli tożsamość (47) jest udowodniona. Przytem nie obie liczby 
Qz, bą są równe zeru. 
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Z wywodów tych i z twierdzenia 1. wynika następujące 

Twierdzenie 2. „Warunkiem koniecznym i wystarczają- 
cym, aby równanie (2) przedstawiało dwie proste, jest warunek (19)*, 

Uważajmy terąz znów dwa równania (44) i przypuśćmy, że 
krzywe K, i K, przedstawione przez te oba równania zlewają się 
ze sobą. Musimy rozważyć kilka tu możliwych przypadków: 

I. 4, +0, 4,-E0. Nadajmy y oznaczoną dowolną wartość 
i uważajmy równania (44) jako równania drugiego stopnia wzglę- 
dem niewiadomej r. Ponieważ te równania mają te same pier- 
wiastki, więc mamy równości 


By + D, == By E Ds Ciy +2E,y + F, — 


A; dą ? Ay 
Sea Czy z 2 ky + HK 
A, 


Ponieważ równości te są spełnione dla każdego y, więe 
istnieję liczba k = 0 taka że spełnione są równości 


d, =5k4;, B, = kB; j = ki, D= £D; (48) 
B,=kE, AREER 
czyli że spółezynniki funkcyj (43) są do siebie proporcjonalne. 
W przypadku, gdy (,=E0, C;,=E0 dochodzimy do tegosa- 
mego rezultatu. 
IL 4, #0, 4;e=0. 
Uważajmy drugie równanie (44). Dla wartości na y 


a= Mę 
I= B, 


nie zawiera to równanie wyrazów zawierających x. Stąd wynika, 
że dla tej wartości na y jest to równanie albo spełnione przez 
każdą wartość na », albo nie jest spełnione przez żadną wartość 
na x. Natomiast pierwsze równanie (44) daje dla tej wartości na y 
dwie zupełnie oznaczone wartości na z. Stąd wynika że musi być 
b, =0 D, musi być Æ 0, inaczej drugie równanie (44) byłoby 
spełnione dla każdego z, jeżeli na y obierzemy pewną oznaczoną 
wartość, natomiast pierwsze równanie jest spełnione dla każdego y 
tylko przez 2 wartości na z. 

Zatem pierwsze równanie (44) ma teraz dla każdego y jeden 
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pierwiastek podwójny na z. A więc wyróżnik tego równania wzglę- 
dem «© równa się zeru. Wyróżnik ten jest 
A, (0, y* + 2Ey, + F,) — (Biy +D) =2,y* — 2zi y 3%. 

Ponieważ wyróżnik ten dla każdego y obraca się w zero, 

więc mamy 
9 = x; =z by = 0, 
a więc 
å, = 0. 

Pierwsze równąnie (44) przedstawia zatem dwie linie proste. 
A więc i drugie równanie (44) przedstawia dwie linie proste. Za- 
tem mamy według twierdzenia 2. 

A, =0. 
Ale mamy 
å, = — Q, I}, 

a stąd ponieważ D, = 0 wynikałoby C, = 0, eo nie zachodzi. 

Do tegosamego rezultatu dochodzimy jeżeli tylko jedna z liczb 
C,,C, jest od zera odmienna. 

Zatem przypadek ten nie jest możliwy. 

MI "M =6 =G=Ą 8,-09.5,-E0. Mamy teraz 
dwa równania 

2B, ry + 2D, x +-2k,y+- F, =0, 
2B,zy+2D,x+-2K,y--F, =0. 
Mamy więc równość 
26y+ F, _2ZEy+F, 
B, y + D, B, y + DĄ 


Równości 
b, y + D == 0 
B,y +D, =0 
są spełnione równocześnie, a więc mamy 
D, "A D, 
1: TAE * 
czyli kładąc 
B, = k By, 
gdzie k jest liczba od zera odmienna mamy 
D, = kD, . 
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Równość 
PE, y+ F) (Bay + Di) — CE y+ F) (By + D,)=0 
jest spełniona dla każdej wartości na y. A więc mamy równości 
E, B, — É, B, =) 
F, B, -- F, B, +-2(E, D, — E D,) = 0, 
F, D, — F, D, = 0. 
A więc mamy 
E =kK, 
a więc 
F, B, — F, B, = 0, 


a więc 


F, =kF,. 


Zatem znów spółezynniki równań (44) są do siebie propor- 
cjonalne. Mamy więc: 

Twierdzenie 3. „Warunkiem koniecznym i wystarczają- 
cym, aby dwa równania drugiego stopnia przedstawiały tę samą 
krzywą jest proporejonalność odpowiednich spółczynników obu 
równań“. 

1. Forma drugiego stopnia w spółrzednych jednorodnych na linji 
prostej. Równanie jednorodne drugiego stopnia w spółrzędnych jedno- 
rodnych na linji prostej i jego znaczenie geometryczne. 

Uważajmy równanie drugiego stopnia o jednej niewiadomej 


a 2% +- Zb2 -+ c =0, (49) 


zakładając że spółczynniki a, b, c są liczbami rzeczywistymi i że 
az=0. Oznaczmy przez x!, x? pierwiastki tego równania. Pier- 
wiastki te możemy interpretować jako spółrzedne dwóch punktów 
P,, P, na prostej } na której obraliśmy układ spółrzędnych Kar- 
tezjusza. Równanie (43) nazywamy wówczas równaniem dwóch pun- 
któw na osi Kartezjusza. Naodwrót do każdego układu dwóch pun- 
któw P,, P, na osi Kartezjusza o spółrzędnych x! x? należy 
równanie drugiego stopnia tych dwóch punktów 


a(x — z’) (x — z) = 0, (50) 


gdzie a jest dowolną liczbę Æ 0. 
Uważajmy teraz na osi Kartezjusza układ spółrzędnych jedno- 
18 


dcometrja analityczna na płaszczyźnie. 
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rodnych z,, z, Mamy więc 


: E NE . o Tą 
Zastępując w trójmianie drugiego stopnia x przez F otrzy- 
u 


mujemy wyrażenie 
a aż + Żba, 2, | cz 


Każdemu pierwiastkowi równania drugiego stopnia (49) od- 
powiadają takie układy spółrzędnych jednorodnych z, Æ 0, x, dla 
których forma drugiego stopnia 


Jl, 1) = ac; + 2b a, 2, + cej (52) 


obraca się w zero. Naodwrót, każdemu układowi dwóch liezb 
z, +0, zą, spełniającemu jednorodne równanie drugiego stopnia 


ar -+ Żbx, z, ca =0 (53) 


odpowiada oznaczona wartość na x, która jest pierwiastkiem rów- 
nania drugiego stopnia (49). 

Zatem równanie (53) możemy nazwać równaniem jednorodnem 
drugiego stopnia dwóch punktów na osi Kartezjusza. Każdemu rów- 
naniu (49) odpowiada równanie (53) i naodwrót. 

Oznaczając przez <!,x} i aż, z3 spółrzędne jednorodne punk- 
tów Pi, P,, których równaniem w spółrzędnych Kartezjusza jest 
równanie (49) możemy równanie to napisać w postaci 

r ad) (4, ag 
(z. za J [s =3 zma, 
a więc w postaci 
ala, gł — 2, 2d) (2, R — 2, aż) = 0. (54) 


Każde równanie jednorodne drugiego stopnia dwuch zmien- 
nych (53), dla którego a + 0 przedstawia więc dwa punkty P}, P,. 
Warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby te dwa punkty 
schodziły się ze sobą jest warunek 


$=ac—b3=0. (55) 


Punkty P,, P, są rzeczywiste od siebie odmienne, jeżeli 5 <0, 
zaś urojone sprzężone, jeżeli 8 >0. 
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Uważajmy znów formę drugiego stopnia (52), zakładając, że 
mamy a= 0. Forma ta ma więc postać 


2b r Tę |- cz] = 1, (2b r, ex) 


Równanie jeduorodne (53) jest teraz spełnione przez wszy- 
stkie układy z, = 0, z, dowolne. Jeżeli b4 0. natenczas równanie 
to jest spełnione prócz tego przez spółrzędne jednorodne 


z, = Żęb, t, =— pt, 


gdzie g jestto dowolna liczba odmienna od zera, Zatem równanie 
(53) jest spełnione przez spółrzędne punktu w nieskończoności na 
osi Kartezjusza i przez spółrzędne pewnego oznaczonego punktu 
w skończoności. Jeżeli mamy b==0, ale c-E0, wtenczas równanie 
(53) jest spełnione tylko przez spółrzędne punktu w nuieskoń- 
czoności. 

Nareszcie jeżeli b i c są równe zeru, natenczas spółrzędne jedno- 
rodne dowolnego punktu na osi Kartezjusza w nieskończoności 
lub w skońezoności położonego spełniają to równanie jednorodne. 
Widzimy więc. że równanie jednorodne (53) przedstawia w przy- 
padku kiedy nie wszystkie trzy spółczynniki a, b, c równają się 
zeru dwa oznaczone punkty na osi, położone w skończoności lub 
w nieskończoności. Ponieważ $ = — b*, więc widzimy, że warun- 
kiem koniecznym i wystarczającym, aby się te dwa punkty zle- 
wały ze sobą jest warunek ô= 0. Mówimy, że równanie (53) 
przedstawia w przypadku b= 0 dwa punkty w nieskończoności, 
ponieważ forma (52) jest wówczas kwadratem formy 2,. 

Równaniu (53) odpowiada w przypadku a =0, b +4 0 równa- 
nie pierwszego stopnia w spółrzędnej x, zaś w przypadku b= 0, 
c+0 mamy równanie c =V. nie przedstawiające żadnego punktu 
w skończoności 

8. Forma drugiego stopnia współrzędnych jednorodnych na 
płaszczyźnie. Równanie jednorodne drugiego stopnia w spółrzędnych 
jednorodnych na płaszczyźnie i jego znaczenie geometryczne. 

Uważajmy funkcję (1) drugiego stopnia w spółrzędnych Karte- 
zjusza na płaszezyźnie Uważajmy układ spółrzędnych jednorodnych 
Zi, Tą, ©, na płaszczyźnie. Zastąpmy spółrzędne v, y punktu P 
w funkcji (1) przez wyrażenia w spółrzędnych jednorodnych 
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Otrzymamy funkcję 
f(y, Tą, Ta) (56) 
© P : 


gdzie mamy 
f(z, Zy m) = Azj HBa x, |- Cz$ +- Pp 
+2 Dr, r, HEr z, + FÀ. 


Wyrażenie (57) nazywamy forma drugiego stopnia o trzech 
zmiennych xı, £, cj. Każdemu układowi dwóch liczb 2, y spełnia- 
jącemu równanie drugiego stopnia (2) odpowiada układ trzech 
liczb x, Æ 0, z3, x, spełniający równanie jednorodne drugiego stopnia 
o trzech niewiadomych i 

FZ, Zz, 4) = 0 (58) 


Naodwrót, każdemu układowi trzech liczb x, Æ 0, x, x; speł- 
niającemu równanie jednorodne drugiego stopnia (58) odpowiada 
układ dwóch liczb x, y spełniających równanie (2). 

Równanie (2) przedstawia w przypadku gdy nie wszystkie 
trzy liczby 4, B. C równają się zeru krzywą drugiego stopnia C3. 
Równanie (58) możemy nazwać równaniem jednorodnem drugiego 
stopnia łerzywej C,. Każdemu równaniu drugiego stopnia (2) odpo- 
wiada równanie jednorodne drugiego stopnia (58) i naodwrót jeżeli 
nie wszystkie trzy liczby 4, B, C równają się zeru, odpowiada 
każdemu równaniu jednorodnemu drugiego stopnia (58) oznaczone 
równanie krzywej drugiego stopnia (2). 

Załóżmy teraz, że w równaniu jednorodnem (55) wszystkie 
trzy liczby 4, B, C równają się zeru. Mamy wówczas jednorodne 
równanie drugiego stopnia 


2Dar, t+ 2 Ern x, |- Faj =0. (59) 
które można napisać w postaci 
x, (2Dx, + 2Ex, + F) =0. 


Równanie to jest spełnione przez wszystkie punkty na pła- 
szczyźnie, dla których mamy «x, =0, i nadto przez wszystkie 
punkty, których spółrzędne jednorodne spełniają równanie 


2Dza, 4-2Er, + F==0Q. 


A więc, jeżeli nie obie liczby D, E równają się zeru rów- 
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nanie (59) jest spełnione przez wszystkie punkty leżące na prostej 
w nieskończoności i przez wszystkie punkty danej prostej rzeczy- 
wistej w skończoności l i tylko przez te punkty. Jeżeli mamy 
D=K=0, ale F0, natenczas równanie jest spełnione tylko 
przez puykty prostej w nieskończoności. Nareszcie jeżeli i F= 0, 
natenczas wszystkie punkty na płaszczyźnie w skończoności i w nie- 
skończoności spełniają to równanie. 

Możemy więc powiedzieć. że równanie (58) przedstawia w przy- 
padku A = B = C= 0 dwie proste rzeczywiste na płaszczyźnie, 
z których przynajmniej jedna jest prostą w nieskończoności. Przy- 
tem gdy mamy D=E=0, mówimy że równanie (58) jest rów- 
naniem prostej podwójnej w nieskończoności albowiem forma ma 
postać kwadratu x3. Zatem gdy nie wszystkie spółezynniki w rów- 
naniu jednorodnem (58) równają sie zeru, równanie to przedstawia 
zawsze krzywą drugiego stopnia 

Równaniu jednorodnemu (58) w przypadku A=B=C=0 
odpowiada równanie (2) pierwszego stopnia, gdy D i K nie oba są 
równe zeru, a równanie F=(0, w tym wyjątkowym przypadku. 

Wyróżnik A trzeciego stopnia równa się zeru gdy mamy 
A = B = C= Q, a więc warunek A=0 jest konieczny aby rów- 
nanie jednorodne (58) przedstawiało dwie linje proste i wystarcza- 
jacy. W przypadku gdy nie wszystkie trzy spółczynniki A, B, C są 
równe zeru. można funkcję (2) napisać gdy A = 0 w postaci 


x 
kla > +a? +e) (a. > ho ta): 
gdzie k jest pewna stała od zera odmienna, a funkeję jednorodną. 
(57) w postaci 
k(a; £, + bi rj c, 0) (a, 23 F ba 23 -|- c 0), 


t. zn. forma f(xy, £z, zs) jest iloczynem dwóch form linjowych 
o zmiennych 4,, z, z, i tąksamo w przypadku gdy A = B = C = Q. 
forma ta jest iloczynem dwóch form linjowych. 


Ćwiczenia. 
1. Co przedstawia równanie 


(ax —— by — c)? = (a? — bt — ct) (x? -p y? — ct)? (1) 
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2. Wyznaczyć a i b tak, aby równanie 
13 4-(1 +ajzy-+-ay*-|-(1 —aly-+-b=0 (2) 


przedstawiało dwie proste i znaleźć te proste. 

3) W równania ogólnem drugiego stopnia wyrazić B przez inne 
spółczynniki tak, aby równanie przedstawiało dwie proste. Zastosować 
to do równania Ś 


z? — Bzy -+ y? — Br + gy — 11 =0. (3) 
4. Kiedy proste dwóch par prostych mają tensam środek ? 
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ROZDZIAŁ X. 


Koła. 


1. Równanie koła w układzie spółrzędnych Kartezjusza. 


Uważajmy dowolny rzeczywisty punkt C o spółrzędnych a, b 
i dowolną liczbę rzeczywistą nieujemną r. Kołem nazywamy zbiór 
wszystkich punktów zespolonych na płaszczyźnie, których odległość 
od punktu C równa się liczbie r. A więc warunkiem koniecznym 
i wystarczającym aby punkt P o spółrzędnych z, y leżał na kole k 
jest aby spółrzędne te spełniały równanie 


(x — a)? + 2(x — a) (y — b) cos 8 + (y — b)? — r? = 0. (1) 


Równanie to nazywa się równaniem koła. 
Równanie koła możemy napisać w postaci 


z? +- Zrycos68 +y? + 2de + Żey + / =0. (2) 
kładąc 
d = — a — b cosb, e= — a cos b — b, 


f = @ + 2a b cos 8 |-63 — re. (3) 


Naodwrót, mając dane równanie koła w postaci (2) możemy 
je napisać w postaci (1) wprowadzając spółrzędne a, b środka koła 
i jego promień wzorami 

zz WZFERŃ pa—_ 91749089 
UPE r= sia? 9 
d? — Zdecosf -+ e* f. 


sin? 4 


(4) 


rn = 


Warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby równanie (2) 
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przedstawiało koło jest więc nierówność 
d? — 2de cos 8 -H e? > f sin? 6, (5) 


i jeżeli ten warunek jest spełniony równanie (2) przedstawia zupeł- 
nie oznaczone koło. Widoczna dalej, że w przypadku, kiedy we 
wzorze (5) zamiast znaku nierówności mamy znak równości wzory (4) 
dają r? = 0 i równania (l) i (2) przedstawiają dwie proste mini- 
malne ze sobą sprzężone przechodzące przez punkt Č o spół- 
rzędnych a, b. Możemy więc wprowadzić pojęcie koła zerowego, 
albo o promieniu zero, rozumiejąc przez to układ dwóch prostych 
minimalnych przechodzących przez punkt C. 

Uważajmy teraz (2) o zupełnie dowolnych spółczynnikach rze- 
czywistych d, e, J. W przypadku, gdy zamiast nierówności (0) 
zachodzi nierówność 

d? — 2de cos 8 -|-- e? < f sin? 0, (6) 
liczba r? okreslona trzecim wzorem (4) jest ujemna. Równanie (2) 
przedstawia wówczas zbiór punktów na płaszczyźnie, których odle- 
głość od punktu C jest urojona. Mówimy, że równanie to przed- 
stawia koło urojone, w przeciwieństwie do kół rzeczywistych, które 
równanie to przedstawia w przypadku nierówności (5). Wprowa- 
dzamy więc pojęcie nowej krzywej, którą również nazywamy kołem. 
Koła rzeczywiste będziemy krótko nazywali kołami, jeżeli nie 
będzie zachodzić wątpliwość co do tego, który z dwóch powyż 
szych przypadków zachodzi. 

Punkt C nazywamy środkiem koła. Promieniem koła nazy- 
wamy w przypadku kół rzeczywistych liczbę nieujemną r, a w przy- 
padku kół urojonych tę wartość pierwiastka z r*, która ma spół- 
czynnik przy ż dodatni, 

Uważajmy wyznacznik A należący do równania (2). Mamy 

l cos d 
A= | cosĝ 1 e |=/sin*6 — d* -+ 2de cos (i — et. (4) 
def 


A więc mamy A 0 dla kół rzeczywistych, A >0 dla kół uro 
jonych. 


2. Ogólne równanie drugiego stopnia przedstawiające koło. 
Uważajmy ogólne równanie drugiego stopnia 
J(z, y)=0 (8) 
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i spytajmy się, kiedy to równanie przedstawia koło. A więc 
chodzi o to, kiedy istnieje liczba k Æ0 taka że mamy równości 

kA=1l. kB=cosf, kC= l, (0) 
ED= kES=a kif 3 
w których d, e, f są pewnymi liczbami rzeczywistymi. Z pierw- 
szych trzech równości (9) otrzymujemy następujące konieczne 
warunki 

A4A=0Q B=Acos0 = C cos 8, (10) 
a więc Q == 0. Warunki te są i wystarczające. W istocie z ostat- 
nich trzech równości (9) otrzymujemy 


D NENA 
a= T Licz À. L= (11) 


Aby równanie (8) przedstawiało koło rzeczywiste, potrzeba 
i wystarcza aby spełniona była nierówność 
D? — 2 D E eos 6 + E* = A F sin? 0 (12) 
a aby przedstawiało koło urojone potrzeba i wystarcza, aby była 
spełniona nierówność 
D: — 2 D E cos 0 + E? < A F'sin?8. i (13) 
Wyróżnik A ma teraz wartość 
A Acosh D 
A =| A cosb A EJļ|= A? F sint ĝ — 
DE P (14) 
— 4(D*— 2D E coa + E) = A| AF sin? 0 — 
— (D? — 2 D E cos 9 -- E”). 
Równanie (8) przedstawia zatem koło rzeczywiste, jeżeli 


mamy nierówność 


AA = 0, (15) 
a przedstawia koło urojone, jeżeli mamy nierówność 
AA>0. (16) 


Na kwadrat promienia koła wyrażony przez A otrzymujemy 
dla równania (2) wzór . 
å 


zz = sin? ġ > (17) 
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a dla równania ogolnego (8) wzór 
4 


— d5sin*6* (18) 


rè = 


3. Koło i prosta. 


Uważajmy koło k dane równaniem (2) i prostą rzeczywistą l 
o równaniu 


iz--my-+nu=0. (19) 


Na bezwzględną wartość odległości d środka C koła od prostej / 
mamy wzór 


d=z Me D i lip eh sin A. (20) 


Vit — 21m cos 6 +- m? 


gdzie e = + 1 i równa się znakowi la + mó -j-n. Mamy 
ld + me — (le + md) cos 9 


Oznaczając przez W wyznacznik 
l cos O d 
W=| cosf 1 e |, (21) 
ima 


którego wartość jest 


n sin? — ld — me -- (le -+ md) cosb 
mamy 


W 
lat mbit n= g 
Zależnie od tego który z przypadków 
I) r>œ>d 3) r=d 3rd 


zachodzi, prosta I przecina koło w 2 punktach rzeczywistych, 
w | punkcie rzeczywistym, lub nie przecina koła weale. Wyra- 
żając r i d wzorami (17) i (21) otrzymujemy 


m£ — A (i? — 2l m cos 6 +- m?), (22) 


gdzie znaki >, =, < odpowiadają przypadkom 1), 2). 3). 
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Jeżeli koło dane jest ogólnem równaniem (8). wyznacznik W 
ma wartość 
A Acos h D 
W=| Acos A E |=A*nsin*f — A(DI-- Em) +- 
lmn 
+A(Dm-} Eh sin 0. 


Mamy teraz 


i DI Em — [Dm -+ El) cos 0 
la- mb -+ ni=— - OST = +n, 


a więc mamy 


H 
la+ mbt n= rang 


i ze wzoru (18) otrzymujemy analogicznie do wzoru (22) 


Wp: = — AA (P — 21m cos 4 -+ m?) (28) 


— 


4. Równanie stycznej do koła. 


Styczną (tangentejdo koła w punkcie P koła rzeczywistym lub 
urojonym nazywamy prostą t, która prócz tego punktu niema innego 
punktu wspólnego z kołem. Jeżeli punkt P jest rzeczywisty istnieje 
jedna jedyna styczna, mianowicie prosta prostopadła do prostej CP. 
Równanie prostej CP jest 


(z - 5) (b — x) — (y — 1) (a — 5) =0. (24) 
A więc równanie stycznej £ jest 


(z — 6) [a — € + (b — n) cos 8] +- (y — n) 


[(a — ©) cos 6 + b — r| = 0. (25) 


Łatwo okazać, że prosta ta jest rzeezywiście styezną do koła 
w punkcie F i że innej stycznej w tym punkcie niema. 

W istocie uważajmy równania parametryczne prostej prze- 
chodzącej przez punkt P 


r=€+-ph y=qn-+-pu. 


Na wartości parametru p odpowiadające punktom przecięcia 
prostej tej z kołem mamy równanie otrzymujące się, wstawiając 
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te wartości na z, y w równanie (1) koła. Mamy 
(pà +E — a) + (pu + 1 —5)* 2a E — a) 
(pu + n — b) cos 0 — r? =0, 
więc 
p? -|- 20 [A(Ę — a + (, — b) cos 6) -|- y.((Ę — a) cos 6 +  — b)) = 0. 
p=0 jest podwójnym pierwiastkiem tego równania wtedy i tylko 
wtedy, gdy spółezynniki kierunkowe A, p spełniają warunek 
A(Ę — a + (n — b) cos 6) + u.([(Ę — a) cos 6-Hy — b) = O, 
a więc dla prostej (25) i tylko dla prostej (25). 

Równanie stycznej możemy też napisać w innej postaci; 
pisząc zamiast r—Ę «—a+-a—Ę i zamiast y —y piszące 
y — b+ b— y otrzymamy równanie 

(x — a) [§ — a + (7 — b) cos 0] + 
+ (y — b) [(Ę — a) cos 8 + 1 — b] — re = 0. 


(26) 


5. Bieguny i biegunowe względem koła. 


Uważajmy koło ki dowolny punkt P o spółrzędnych Ę, 7. 
Załóżmy dla uproszczenia formuł że układ spółrzędnych jest ukła- 
dem prostokątnym. Równanie koła jest więc 


(x —a)? + (y — b} — re =0. (27) 
Uważajmy prostą / o równaniu 
(e—a Ea y= r., (28) 


Prosta ta w przypadku, gdy punkt P leży na kole k jest 
styczną do koła w tym punkcie. Dla każdego położenia punktu P 
z wyjątkiem przypadku w którym punkt P schodzi się ze środ- 
kiem C koła k, równanie (28) przedstawia zupełnie okieśloną pro- 
stą, a w tym przypadku wyjątkowym przedstawia prostą w nie- 
skończoności. 

Na odległość d środka C koła od prostej I mamy wzór 


(29) 


gdzie e = + 1, a ô jest jedną z dwóch wartości odległości punktów 
Ci P. Jeżeli punkt P jest rzeczywisty, obieramy na 6 wartość dodatnią 


a e= -+4 1. 
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Jeżeli punkt P jest rzeczywisty i leży zewnątrz koła k, naten- 
czas prosta l przecina koło w dwóch punktach rzeczywistych od 
siebie odmiennych. Jeżeli P leży wewnątrz koła, natenczas prosta I 
nie ma z kołem k żadnego punktu rzeczywistego wspólnego. Prosta Į 
jest prostopadła do prostej CP. Stąd wypływa konstrukcja prostej / 
uwidoczniona w figurze 12 w przypadku, gdy punkt P leży 


4 
EN 


Fig 12. 


zewnątrz koła k. W przypadku, gdy punkt P leży wewnątrz koła, 
tasama figura daje konstrukeję prostej /, jeżeli jako punkt P 
będziemy uważali punkt Q figury. a jaką prostą l prostą prosto- 
padłą do prostej CQ i przechodzącą przez punkt P figury. 

Prosta / nazywa się biegunowa (polaire) punktu P, który na- 
zywa się biegunem (póle) prostej /. Biegunową będziemy oznaczali 
literą p. 

Uważajmy teraz dowolną prostą / o równaniu (19), nie prze- 
chodzącą przez środek koła k i spytajmy się, czy istnieje przy- 
najmniej jeden punkt P, którego ta prosta jest biegunową. Potrzeba 
i wystarcza, aby istniał przynajmniej jeden układ trzech liczb kÆ 0.6, 7 
taki aby zachodziły równości 

SACZ GW RZSH (30) 
kn ==—a($ — a) — b(y — b) —r*. 
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Istnieje widocznie jeden jedyny taki układ dany wzorami 


pa 
E EETL 
lr* 
 la-Hmb--n" 
mr? 
la+ mb- n` 

Zatem do każdego punktu P odmiennego od środka koła © 
jako bieguna należy jedna zupełnie oznaczona prosta p nie prze- 
chodząca przez środek koła jako biegunowa i naodwrót do każdej 
prostej nie przechodzącej przez środek koła Č jako biegunowej 
należy jeden zupełnie oznaczony punkt P odmienny od środka 
koła jako biegun. 

Mamy więc jednojednoznaczną odpowiedniość pomiędzy punk- 
tami płaszczyzny odmiennymi od środka koła i pomiędzy prostemi 
płaszczyzny odmiernymi od prostych przechodzących przez środek 
koła. Odpowiedniość ta nazywa się biegunowością (polarite) wzglę- 
dem koła k. 

Ponieważ przynajmniej jedna z liczb Ę —a, 4 —b jest od 
mienna od zera, wiec możemy założyć 47 —b=E0. Otrzymujemy 
z równania (28) 


Ę=a- 


(31) 


qq ==b— 


21 = (z — a) (Ę — a) 
y Va Y) b Í 


Na odcięte punktów przecięcia biegunowej i koła otrzy- 
mujemy więc równanie drugiego stopnia 
(z — a)*[(5 — a)* -+ (m — b)*] — 2r*(z — a) (5 — a) +- 
+ r [re — (q — b] = 0, 
którego wyróżnik jest 
w =r*(((Ę — a)? + (7 — b) (r? — (x, — b) — 
— r*(Ę — a = rtn — b)? r? — (Ę — a)? — (7 — b)! = (32) 
=r*(y — b)? (r? — d’). 

Zależnie od tego, czy r>d. r=d, czy też r< d, bie- 
gunowa p przecina koło k w dwóch punktach P,, FP, zespolonych 
sprzężonych, w jednym punkcie rzeczywistym, lub w dwóch punktach 
rzeczy wistych. 
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Punkty P,(2,,y,) i P, (£, Y2) spełniają zatem warunki 
(z — a) Ę — a) + iy — b) m — b) — r= 0, 
(£, — a) (Ẹ — a) + (y: — b) (h — b) — r! = 0, 
Styczne 4 i t, koła k w punktach P, i P, mają równania 
(z — a) (z, — a) + (y — b) (y, — b) — r° = 0, 
(x — a) (x, — a) + (y — b) (ya — b) — r =0. 


(33) 


(34) 


A więc przechodzą przez biegun P. Zatem styczne w punktach 
przecięcia biegunowej z kołem przechodzą przez biegun P. 

Naodwrót uważajmy dowolną styczną dó koła k przechodzącą 
przez punkt P. Niechaj P, (æ, yı) będzie punktem styczności, a więc 
pierwsze równanie (34) równaniem stycznej. Zachodzi wówczas 
pierwsza równość (33), a więc punkt P, leży na biegunowej p 
punktu P, albowiem spełnia równanie (28). 

Zatem biegunowa przechodzi przez punkty styczności styez- 
nych z bieguna do koła poprowadzonych. 

Jeżeli punkt P leży zewnątrz koła, istnieją dwie od siebie 
odmienne styczne t,, t, rzeczywiste o punktach styczności rzeczy- 
wistych. Jeżeli punkt P leży wewnątrz koła, istnieją dwie styczne 
zespolone sprzężone, o punktach styczności zespolonych sprzężonych, 
albowiem z, i £a, y, i Ya są odpowiednio liczbami zespolonymi ze 
sobą sprzężonymi. Nareszcie jak wiemy już, jeżeli P leży na kole, 
mamy jednę jedyną styczną i wówczas równanie (28) biegunowej 
jest właśnie równaniem stycznej. 

Łatwo teraz napisać równanie stycznych t,, ł, do koła k 
przechodzących przez punkt PQ. 4). Z pierwszego z równań (33) 
i z pierwszego z równań (34) można wyrazić x, —a i y, —b 
przez x i y. Wstawiając następnie wartości na ©, —a i yı — ù 
w równanie koła otrzymamy związek zachodzący między spół- 
rzędnymi z, y dowolnego punktu Q położenego na jednej ze stycz- 
nych z punktu P do koła poprowadzonych. Naodwrót, jeżeli ten 
warunek jest spełniony, biegunowa i prosta przechodząca przez 
punkty Pi Q(x,y) przecinają się w punkcie na kole k, a więe 
punkt Q leży na stycznej do koła k. 


Mamy 
x, —a re b im y | 5 
(z — Ẹ) (7 — b) — (y — 7) (Ę — a) 
— 2 
=j 3 
fi "te= pnd = wma 
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a stąd otrzymujemy równanie 
rs (z — 5) + (y — n)’ — [(r— E) (7 — b) — (y — n) E — a)|*=0, 


lub 
(z —5)* [rt — (n — b)! + 
++ 2(x — Ẹ) (y — n) (Ę — a) (7 — b) +- (35) 
+ (y — 7)? [r? — (Ę — a)*] = 0. 
Wyróżnik tego równania jest 


D = {rt — (y — b] [rt — € — a)'] — | — a)! h — b) = 


= ri [r — (Ẹ — a)? — (7 — b)? = rt (r? — d’) 


(36) 


a stąd otrzymujemy znów odnośnie do natury stycznych poprzednie 
rezultaty. 


6. Twierdzenia o biegunach i biegunowych. 
Uważajmy punkt P(Ę, 7) i jego biegunową p o równaniu (28). 
Uważajmy punkt Q(6, 7) leżący na p. 
Mamy 
(Ę — a) (5 — a) + (7 — b) (j — b) — rt = 0. 
A więc biegunowa g punktu Q o równaniu 
(z — a) (Ę — a) +- (y — b) iq b) —r3: =0 


przechodzi przez punkt P. 

Naodwrót uważajmy dowolną prostą 4 przechodzącą przez 
punkt P nie przechodzącą przez środek koła. Możemy jej równanie 
napisać w postaci (37). Biegun Q prostej q leży zatem na biegu- 
nowej p punktu P. Mamy 

Twierdzenie 1: „Biegunowe punktów leżących na prostej p 
biegunowej punktu P przechodzą przez ten punkt i naodwrót bie- 
guny prostych przechodzących przez punkt P leżą na biegunowej 
p tego punktu“. 

Uważajmy teraz dwa od siebie odmienne punkty P,(Ę. 7%) 
i P,(Ę, q) oba odmienne ad środka C. Uważajmy biegunowe tych 
punktów p,, p; o równaniach 


(z — a) (6, — a) + (y — b) M — b) — rt =0, 


5 l - (37) 
(2 — a) (Ẹ, — a) -+ (y — b) (7, — 5) — r? = 0. 
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Wyznacznik przy «w, y w tych równaniach 


4—4a, 7 —b 


—0, ryb 


jest od zera odmienny, jeżeli punkty C, P,, P, tworzą trójkąt 
a równa się zeru, jeżeli te trzy punkty leżą na prostej. W pierw- 
szym przypadku biegunowe te przecinają się w punkcie P, którego 
biegunową p jest prosta P, Pa, co wynika z twierdzenia 1. W dru- 
gim przypadku proste te są równoległe do siebie. 

Uważajmy naodwrót dwie proste p,, p, nie przechodzące przez, 
środek koła k. Jeżeli te proste się przecinają, natenczas ich bieguny 
leżą na biegunowej p punktu P przecięcia, co wynika z twierdzenia 1. 
i tworzą trójkąt z punktem C. Jeżeli p,, p, są do siebie równo- 
ległe, ich bieguny P,, P, leżą z środkiem C na prostej. 

Mamy zatem 

Twierdzenie 2: „Biegunowe dwóch punktów tworzących 
trójkąt ze środkiem koła przecinają się w punkcie, którego biegu- 
nową jest prosta łącząca te 2 punkty. Naodwrót bieguny dwóch 
prostych przecinających się leżą na prostej biegunowej punktu 
przecięcia dwóch prostych. 

Biegunowe dwóch punktów leżące na prostej przechodzącej 
przez środek koła są do siebie równoległe. Naodwrót, dwie proste 
do siebie równoległe nie przechodzące przez środek mają jako bie- 
guny dwa punkty leżące na prostej przechodzącej przez środek 
koła*. 

A więc trzem punktom P,, P,, P, leżącym na prostej p odpo- 
wiadają trzy biegunowe Pı, ps, ps przecinające się w biegunie 
prostej p, jeżeli prosta p nie przechodzl przez środek C i naodwrót 
trzem prostym przecinającym się w punkcie P odpowiadają trzy 
punkty leżące na biegunowej tego punktu. 

Można zresztą bezpośrednio okazać że jeżeli wyznacznik trzech 
punktów P, (51, 71), Ps (63; 72), Ps (Es, s) 


E&i h 1 
W==|Ę, h 1 (39) 
Es 7a 1 
równa się zeru, natenczas wyznacznik trzech biegunowych p;,, s, Ps 


Geometrja analityczna na płaszczyźnie. 14 
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o równaniach 
(z — a) (Š — a) + (y — b) (r — b) —r*=0, i= 1, 2,3, (40) 


Gg — a, h — b, — a(r — a) — b(n — b) — r? 
© — 0, fh — b, — a(5ę — a) — D(a — b) — re (41) 
Es — a, nę — b, — a (E, — a) — bins — b) — r? 


równa się zeru i naodwrót. 


7. Dwa koła. Prosta potegowa dwóch kół. 


Uważajmy teraz dwa koła rzeczywiste k, i ką o równaniach 


s: + Zry cos 8 | y? + 2d, z + Że, y Hfi = 0. 
x? + my cos 0 -+ y* + 2d, 2 + 2e y HI =0, 
Każdy punkt przecięcia się tych dwóch kół spełnia równanie, 


które się otrzymuje z równań (42) przez odjęcie ich od siebie 
stronami 


(42) 


2(d, — d,) w - 2 (e, — eT h Sa >0. (43) 


Równanie to przedstawia prostą w skończoności, jeżeli nie zachodzą 
równocześnie równości 


di = da 4 F4, 


a więc jeżeli oba koła nie są spółśrodkowe. Prosta ta r nazywa się prostą 
potęgowa (axe radical) kół (12). Jeżeli więc koła (42) przecinają 
się w dwóch punktach rzeczywistych P,, P}, prostą r jest prosta 
I, P,. 

Naodwrót, każdy punkt przecięcia prostej potęgowej r i jednego 
z kół (42) leży i na drugiem kole. 

Prosta potęgowa jest prostopadła do prostej / łączącej środki 
C, i C, obu kół, albowiem jeżeli oznaczymy przez a,, b, i przez ag, By 
spółrzędne środków obu kół, równanie prostej / można napisać 
w postaci 


(z +- d, — e, cos 0) [e, — e, — (d, — d4) cos (| — 


— (y + e, — d, cos 6) [d, — d, — (e, — €s) cos 6) = 0. (8%) 


Załóżmy teraz układ spółrzędnych prostokątny i oznaczmy 
przez d, i dą odległości prostej r od środków C, i (s, a przez d 
odległość środków od siebie, 


www.rcin.org.pl 


211 


Mamy 
J zę 2(a,—a,)a, --2(b, — b,)b, LB — r —(a2-Hb$— ri) 
, Camada | 2d 3 
45 
dme aaahhh Haitta © 
= -- əd e, 
Mamy więc 
— dż ri + ri dt — r -+r 
dh = Jd 7 d, = & 2d i, 


gdzie obieramy e, = + 1 i gy = + 1 tak aby d, i d, były do- 
datnie. Możemy zawsze założyć, że mamy r, = rą a więc 4, = — 1. 
Mamy następujące przypadki: 
I. d> r, +r. Mamy e, =+ 1. Mamy 


d-r = Əd BOS 
d, — jj z SED zy 
a więc 
dto dą >F. 


Prosta potęgowa przechodzi pomiędzy kołami k, i ką. 
IL. d=r, +r. Mamy e, =+ 1, 


d4=r,, dh =r. 


Prosta potęgowa jest wspólną styczną obu kół. 
II. r — r <d <r +r 
eę może być albo + 1 albo — 1. W tym drugim przypadku 


mamy 
dą — ry 
Mamy więc zawsze 


GŁ, dy LF. 


_f-(d+n) 
2d 5 


Prosta potęgowa przecina oba koła k, i ką. 
IV. d=rn —r,. 
Mamy s, = — 1. 
Mamy di =, ds >>. 
Prosta potęgowa jest wspólną styczną obu kół. 
14* 
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V. d<Krm— r. Mamy e, = — ]. Mamy 
d >n., dą > Ta. 


Prosta potęgowa nie przecina żadnego z obu kół k, i k. 


8. Potęga punktu względem koła. Symboliczne równanie koła. 


Uważajmy punkt P o spółrzędnych x, y i koło k o rów- 
naniu (1) lub (2). Potęgą (puissance) p? punktu P względem koła 
nazywamy wartość lewej strony równania koła dla wartości na 
zmienne x, y równych wartościom spółrzędnych punktu P 

Lewą stronę równania (1) lub (2) koła będziemy oznaczali 
jedną literą K. Równanie koła będziemy pisali symbolicznie w postaci 


R= (46) 


i równanie to nazywali symbolicznem równaniem koła. 
Jeżeli przez d oznaczamy odległość środka C koła k od 
punktu P mamy 
p” = dr. (47) 


Jeżeli więc punkt P leży zewnątrz koła k, potęga równa się 
kwadratowi odcinka stycznej z punktu P poprowadzonej do koła k 
zawartego pomiędzy punktem P a punktem styczności (. Jeżeli 
punkt P leży na kole k, potęga ma wartość 0. Nareszcie jeżeli 
punkt P leży wewnątrz koła k potęga jest ujemna i równa się 
ujemnemu kwadratowi połowy cięciwy przez punkt P prostopadle 
do promienia koła proprowadzonej. 

Uważajmy teraz dwa koła k, i ką o równaniach symbo- 
licznych 

K,=0, K, =0. (48) 


Widoczna że prosta potęgowa obu kół, mająca równanie sym- 
boliczne 
K, —K, =0 (49) 


jest miejscem geometrycznem punktów P posiadających tę samą 
potęgę względem obu kół. Oznaczając przez d,, d, odległości PC, 
i PC, mamy 

p'=h—n=dG—ń. (50) 
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9. Trzy koła. Środek potęgowy trzech kół. 
Uważajmy trzy koła k, i= ł, 2, 3, o równaniach symbo- 


licznych 
IK 05 i= h2, 3. (51) 


Równania trzech prostych potęgowych p, i= 1, 2, 3, tych 
kół można napisać w postaci symbolicznej 


K,—K,==0, i=kj; i=1, 2,3; j=1,2,38. (52) 


Załóżmy że środki Ć,, ¿= 1, 2. 3 tych trzech kół tworzą 
trójkąt. Widoczna, że punkt przecięcia dwóch dowolnych z tych 
trzech prostych leży na trzeciej prostej. Punkt spólny P prostych 
potęgowych nazywa się środkiem potęgowym (centre radical) trzech 
kół. Potęgi tego punktu względem tych kół są sobie równe. Jeżeli 
punkt ten położony jest zewnątrz wszystkich trzech kół, natenczas 
jest on środkiem koła przecinającego koła dane pod kątem prostym 
czyli koła ortogonalnego trzech danych kół. 


10. Pęki kół. 


Uważajmy dwa koła rzeczywiste o równaniach symbolicz- 
nych (48). Równanie symboliczne 


M Ki +A Ka = 0, (53) 


w którem A,, à, parametry pęku są dwie liczby rzeczywiste do- 
wolne nie obie równe ( jest równaniem koła, albowiem widoczna, 
że spółczynniki przy z?, ry, y? są odpowiednio 


di hg, (A + da) ©0808, 34 > hy. 


Wszystkie koła (53) tworzą pęk kół (faisceau) K należący do 
dwóch danych kół. 

Jeżeli A, -4 A, = 0, równanie (53) jest równaniem pierwszego 
stopnia i przedstawia prostą potęgową obu kół danych. 


Uważajmy dwa dowolne od siebie odmienne koła k,, k, pęku 
(53) o równaniach symbolicznych 
X Pi m0 03 
X Ki + K, =0. 


Mamy więc 
Mg GN FO. 
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Pęk K kół należący do kół k,, kę jest identyczny z pękiem (58). 
Oznaczając przez K,, K, lewe strony równań (54) równanie kół 


pęku (K) jest 


> 
zl 
A 
r | 
5% 
I 
© 


(55) 
gdzie %, 23 BĄ parametry pęku (K). Pomiędzy parametrami A,, Ay 
a parametrami Aj z mamy związki 
HN pah =M, 
% +H d = hy. 


K) ma tę samą prostą potęgową co pęk (K), a para- 


(56) 


k (K 
metry Ej „A, spełniają dla prostej potęgowej warunek 


3%, 04 + 39) +3 04 + 34) =0. 
Koła k,, k mają albo różne środki albo tensam środek. 
W drugim przypadku wszystkie koła pęku (K) mają tensam środek, 
albowiem na spółrzędne środków kół pęku mamy wzory 
antha B a 4, b, a mik kaj 


ha z h b ha 

W pierwszym przypadku żadne dwa koła pęku nie mają 
tego samego środka. Mamy więc dwie kategorje pęków kół: pęki 
miewspółśrodkowe i pęki współśrodkowe. 

Uważajmy pęk I. kategorji. Koła k,, ką mogą względem siebie 
zajmować trojakie położenie: 1. Przecinają się w dwóch punktach 
rzeczywistych. 2. Nie mają wspólnych punktów rzeczywistych. 
3. Są styczne do siebie. 

Wszystkie koła danego pęku (k) przechodzą przez punkty 
wspólne dwom kołom k,, k, pęku. A więc każde 2 koła pęku (k) 
zajmują względem siebie to samo położenie co dwa koła k,, k, pęku. 
Możemy więc pęki kół podzielić na trzy rodzaje, zależnie od poło- 
żenia każdej pary kół pęku względem siebie. 

Koła pęku pierwszego rodzaju i drugiego rodzaju są wszystkie 
rzeczywiste. Każde koło k przechodzące przez 2 punkty P‘ R 
wspólne dwom kołom pęku pierwszego rodzaju należy do tego pęku. 
Uważajmy bowiem punkt P o spółrzędnych 6, y leżący na kole k 
odmienny od punktów P,, P, i wyznaczmy parametry Àj, Àg ze 
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związku 


24 K: (6,7) + łą K: (5, n) =0. 


gdzie K, (6, n), K: (%, n) są to rezultaty wstawienia za z, y w lewe 
strony równań (48) spółrzędnych 56, ņ. Koło pęku o równaniu 


K, K, (5,9) — K, K, ($,7) = 0 
jest właśnie kołem przechodzącem przez punkt P. 

Taksamo każde koło przechodzące przez punkt P styczności 
kół pęku drugiego rodzaju i styczne do jednego z tych kół, jest 
kołem tego pęku. 

Uważajmy znów dwa koła k,, ką rzeczywiste i pęk (53). 
Mamy oznaczając przez d, e, f spółezynniki ogólnego koła pęku, 
a przez r? kwadrat promienia 


q= h thh e= uath f= uff 


KASĘ ** 577 E a 0? M -F hę 
+ P —Żdecos6 te 
"2 fwanśfo "=. 


Załóżmy układ spółrzędnych prostokątny. Mamy 
E E TAE LEE L ONET LTA 


AF O AFN 
Znak r? zależy od znaku formy kwadratowej o zmiennych 
Ais ła: 
Pla, 34) = M (di 6 — i) + d 2a (Zd, dy -|- 
+ 3 4 — A —.A) + (8 + S — a), 


którą możemy też napisać w postaci 
ridi (1 3 — 8594 4 + ra 
Wyróżnik tej formy jest 
D=+ r — iHi 29%, (58) 
i równa się iloczynowi 4 przez 
(è -Hra — r.) © — r, + ra) (r1 Hra + 3) (ri Fre — È). 
Możemy założyć r, = r, Znak iloczynu zależy od znaku iloczynu 


(è — r, + ra) (7 + ra — 3). 


(67) 
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Wyróżnik jest więc dodatni, gdy zachodzą nierówności 


i — tn LEL Hra 
Wszystkie koła pęku są rzeczywiste o promieniu dodatnim, 


albowiem forma (57) jest dla wszystkich X,, A, nie obu równych 
0 dodatnia. W istocie, formę tę możemy napisać w postaci 


ka 1 F52)? DX], 


gdzie a= r > 0. 
Wyróżnik jest ujemny, gdy zachodzą nierówności: 
albo 


2 >> tg Fre 
albo 


ò < ri — r- 
Koła pęku są albo rzeczywiste albo urojone. W pęku istnieją 
dwa koła o promieniu 0, które się otrzymuje rozwiązując równanie 


(a), +51): + DR=0 


względem stosunku à: 2%. Są to koła zerowe pęku. 
Wyróżnik równa się zeru, gdy zachodzą równości: 
albo 
=r -+r 
albo 
5=n — r. 
Wszystkie koła pęku są rzeczywiste. W pęku istnieje jedno 


jedyne koło zerowe, którego parametry otrzymuje się z równania 


a ły 1-53, =0. 


11. Koła ortogonalne. 


Uważajmy znów dwa koła ky, ką o równaniach (42), zakła- 
dając układ spółrzędnych prostokątny. Koła te są ortogonalne jeżeli 
styczne w punktach przecięcia P, i P, obu kół są do siebie prosto- 
padłe. Mamy więc warunek ortogonalności dwóch kół 


(a, — a)? + (b, — b,): = ri + r, (59) 
2(d, dy + 6 61) — /, — Ja 20. (60) 


albo 


www.rcin.org.pl 


217 


Każdy punkt P osi potęgowej dwóch kół leżący zewnątrz 
obu kół jest środkiem koła K ortogonalnego dwóch danych kół 
kı, ką o promieniu równym pierwiastkowi potęgi puuktu P wzglę- 
dem obu kół. 

Uważajmy trzy koła k,, ką, kę o równaniach 


a-|-y?--2d,x--2Żey+-f,=0, i=1, 2,8 (61) 


i środek potęgowy C tych kół. Niechaj (2) będzie równanie koła K 
ortogonalnego tych trzech kół. Mamy więe warunki 

2(dd,Eee)f—f=0, i= 1, 2,3. (62) 

Rugując z równań (61) i z równania (62) wielkości d, e, f 

otrzymujemy wyznacznik czwartego stopnia, który przyrównany 
do zera daje równanie koła ortogonalnego trzech kół danych 

z--y*2 y l 

— fı d&— 1 

—fą dyć, — 1 

— fy dć4 —1 


Wyznacznik można przedstawić w postaci wyznacznika trze- 
ciego stopnia i otrzymuje się równanie 


g? -tH ył — /,, t--dh, Ya 
a: ky —J, tth, Y-+ 4 |=0, 
e Hy: —/,, zd, Y-Fa 


które można jeszcze napisać w postaci 


c+-dh. Ye, hrteayth 
z+ dy, ytes he-t eyta | F0. (64) 
z-+-dy, ypes dz+cy+/f3 


Ćwiczenia. 


1. Mamy trzy punkty P, (če 7.) i = 1, 2, 3, nie leżące na prostej, 
Niechaj Q, ¿= 1, 2, 3 będą odpowiednio przecięcia biegunowych p, 
punktów P,. Okazać że proste P, Q; przechodzą przez punkt. 

2. Mamy trzy biegunowe p, tworzące trójkąt. Uważajmy proste q; 
łączace odpowiednio biegany P, prostych p,. Okazać, że punkty Q; prze- 
cięcia prostych p,, q; leżą na prostej. 

3. Znaleść równanie koł K stycznych do danego koła Ko. 

4. Znaleść równanie koła przechodzącego przez 3 dane punkty. 

5. Znaleść warunek, aby 4 punkty leżały na temsamem kole. 
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6. Znaleźć równanie kół stycznych do 3-ch danych prostych. 

7. Znaleźć warunek, aby 4 dane proste były styczne do tego- 
samego koła. 

8. Znaleźć miejsce geom. punktów P z których dany odcinek 
widziany jest pod danym kątem g. 

9. Znaleźć miejsce punktów, których biegaunowe względem 3 kół 
przechodzą przez 1 punkt. 

10. Biegunowe punktu P względem kół pęku tworzą pęk prostych. 

11. Kiedy biegunowe punktu P względem kół pęku schodzą się 
wszystkie ze sobą? 

12. Dane 2 koła K,, K,. Znaleść spółrzędne punktów podobieństwa 
tych kół P,, Pa, tj. punktów z których można poprowadzić styczne 
do obu kół. 

13. Dane są 3 koła K,, 4 = 1, 2, 3. Każda para kół ma 2 punkty 
podobieństwa, jeden zewnętrzny, jeden wewnętrzny. 

Okazać, że 3 zewnętrzne punkty podobieństwa leżą na prostej, 
zewnetrznej osi podobieństwa. Dwa wewnętrzne punkty podobieństwa 
i zewnętrzny punkt podobieństwa należący do 3-ciej pary kół leżą 
na prostej, - 

14. Uważajmy 2 koła K, K’ i ich pnnkty podobieństwa P,, P>, 
Okazać, że biegunowe p,, p, punktu P, i taksamo biegunowe p;, Pa 
punktu P, są równo oddalone od prostej r potęgowej obu kół. 

15. Znaleść równania stycznych do 2-ch danych kół. 

16. Okazać, że miejscem geometrycznem środków kół izogonalnych 
względem 3-ch danych kół, tj. przecinających je pod tymsamym kątem 
jest prosta przechodząca przez środek potęgowy Ć tych kół i prosto- 
padła do zewnętrznej osi podobieństwa. 

17. Znaleść miejsce geom. biegunów danej prostej względem 
kół pęku. 

18. Okazać, że pęk oritogonalnych kół pęku kół pierwszego rodzaju 
jest pękiem drugiego rodzaju 1 naodwrót. 

19. Trzy koła, których średnicami są 3 cięciwy koła k przecho- 
dzące przez tensam punkt tego koła przecinają się w 3 punktach leżą- 
cych na prostej. 

20. Miejscem geom. punktów P z których prostopadłe spuszczone 
na dwie proste mają spodki 4, B mające stałą odległość AB=d 
jest koło. 
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ROZDZIAŁ XI. 
1. Elipsa i jej równanie. 


Uważajmy na płaszczyźnie dwa od siebie odmienne punkty 
C, C' i oznaczmy przez 2c odległość tych punktów. Wprowadźmy 
układ spółrzędnych prostokątnych Kartezjusza, którego początkiem 
O jest punkt połowiący odcinek CC”, którego osią x jest prosta 
CC’ o kierunku dodatnim od punktu C’ do punktu C i którego oś 


y zawiera z osią z kąt +5- Uważajmy dowolny punkt P na 


płaszczyźnie o spółrzędnych a, y i omy 04 r, r! odległości 
tego punktu od punktów C, C” r==PC, r = PC. Niechaj 2a będzie 
sumą odległość r i r” 

r-+ r =2a. (1) 
Zachodzi nierówność 

aœ, 

a mianowicie a =c¢ wtedy i tylko wtedy, gdy punkt P leży na 
osi x na odcinku CC’. 

Załóżmy, że P nie leży na osi æ. Otrzymamy r i r’ z trój- 
kątów prostokątnych ACPM i AČ PM, gdzie M jest spodkiem 
prostopadłej z punktu P na oś x poprowadzonej. Ponieważ spół- 
rzędne punktów Ci C' są c, 0 i — c, 0, więc mamy 


SE CEDET 
, P ? z (2) 
r=} F4 

Te same wzory są słuszne, gdy punkt P leży na osi «ów, 


tj. gdy mamy y =0. 
Spółrzędne punktu P spełniają zatem związek 


(eForFy + e FF =a. (8) 
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Uważajmy teraz dowolną liczbę dodatnią a, spełniającą wa- 
runek a > ce. Spółrzędne wszystkich punktów P spełniających wa- 
runek (1) spełniają równanie (3) i naodwrót. Podnieśmy obie strony 
równania (3) do kwadratu. Otrzymamy 
(+ c): + (6 e) + 2y + NFE 2 — e)' > v' = da? 
a więc 

2V F c)? -+ y? Va — e): y? = 4a? — 2/2? -4 y? -4 CH). 
Podnosząc jeszcze raz do kwadratu otrzymujemy 

le +y Hre 97 +y] 40 tatia yt et) + 
HeH +e, 
at — a(z + y! h etm — atat, 


a stąd 


Wprowadzając liczbę dodatnią b określoną wzorem 


b =Ja*— c: (4) 
mamy równanie 
bia? aty? — a*b* =0, (5) 
i równoważne równanie 
93, a - 
z — 1 = 0. 6 
a? b? ( } 


Otrzymujemy więc równania krzywej drugiego stopnia. Krzywa 
ta nazywa się elipsą a równania (5) i (6) równaniami elipsy. A więc 
każdy punkt P spełniający równanie (3), spełnia równania (5) i (6). 
W dalszym ciągu będziemy uważali równanie elipsy w postaci (6) 
i przez równanie elipsy rozumieli to równanie. 

Okażemy teraz, że naodwrót, każdy punkt spełniający rów- 
nanie (6) spełnia warunek (1) a więe leży na elipsie. W istocie od 
równania (6) dochodzimy wstecz do równania 


Vet +y Ve FF pIa — (2: y+-09), 
gdzie z lewej strony znaki obu pierwiastków są te same, albowiem 
prawa strona jest dodatnia, gdyż 


at> ct 


a: > z: yt, 
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albowiem 
at 
a? =x p y’. 
Y a 


Wyciągając znów pierwiastki otrzymujemy równanie (3) z dodatnimi 
wartościami pierwiastków. 


2. Badanie kształtu elipsy. 
Na osi z-ów leżą dwa punkty elipsy 
w=gQ i «= -—0, 
tak samo ną osi y-ów leżą dwa punkty elipsy 
y=b i y=—lb. 


Punkty te, które oznaczać będziemy odpowiednio przez 4, Æ’ i B, B' 
nazywamy wierzchołkami elipsy. Odcinki AA’ i BB’ o miarach 
2a i 2b nazywają się osiami elipsy, a mianowicie wielką i małą 
osią elipsy. 

Rozwiązując równanie (6) względem y i względem x otrzy- 
mujemy wzory 


y= añ, (3) 


r= Ę pir y*. (8) 


Każdej wartości na v, której wartość bezwzględna jest < a 
odpowiadają dwie rzeczywiste wartości na y różniące się znakiem, 
a każdej wartości na x, której wartość bezwzględna jest >> a odpo- 
wiadają dwie czysto urojone ze sobą sprzężone wartości na y. Tak 
samo się mają rzeczy dla y. A więc elipsa jest symetryczna wzglę- 
dem obu osi spółrzędnych i jej punkty rzeczywiste leżą w prosto- 
kącie o środku O i o bokach równoległych do osi x, y o długo- 
ściach 2a i 2b. 

Punkt O nazywa się środkiem elipsy. Punkty Ci C’ nazy- 
wają się ogniskami (focus, foyer) elipsy; oznaczać będziemy je od- 
powiednio literami F i F’. Odcinki FP i F'P są to promienie wo- 
dzące (rayon vecteur) punktu P. Parametrem elipsy nazywa się 


2 
liczba > równające się bezwzględnej wartości rzędnej punktu na 
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elipsie o odciętej c, tj. rzędnej wystawionej w ognisku F elipsy 
(lub w F^). 


3. Styczna do elipsy i jej równanie. 


Stycznąa (tangente) elipsy w punkcie P elipsy nazywamy prostą, 
która prócz punktu P niema innego punktu rzeczywistego ani uro- 
jonego wspólnego z elipsą. Niechaj 4, y będą spółrzędne punktu P 
rzeczywistego lub urojonego, a więc niechaj 


y—4—k(z —6)=0 (9) 


będzie równaniem prostej / przechodzącej przez ten punkt i nie 
równoległej do osi y-ów i spytajmy się, kiedy ta prostą jest styczną 
do elipsy w punkcie P, Wstawmy wartość na y daną równaniem 
(9) w równanie BŚ DĄ równanie 


dające nam odcięte punktów przecięcia prostej / z elipsą. Równanie 
to jest zawsze równaniem drugiego stopnia, a jednym z pierwiast- 
ków równania tego jest . Aby prosta (9) była styczną, potrzeba 
i wystarcza, aby pierwiastek $ był jedynym pierwiastkiem równania. 

Porządkując równanie według potęg v otrzymujemy równanie 


onst == 0, (10) 


litil + fi 


Równanie to jest zawsze równaniem drugiego stopnia i posiada 
pierwiastek podwójny x ==5Ę wtedy i tylko wtedy, gdy mamy 


a więc gdy mamy 


kz W) (11) 
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Otrzymujemy zatem jednę jedyną wartość na k, skończoną, 
gdy 730. Wstawiając w równanie (9) otrzymujemy równanie 
bz » 
— + (r=—5—=0, 
y ; ay 


a więc zważając na związek 


otrzymujemy równanie stycznej 
zĘ Yi = 
+ — 1 =0. (12) 


Równanie stycznej otrzymujemy zatem z równania elipsy za- 
stępując w tem równanie jedno x przez Ę i jedno y przez 7. 

Spytajmy się teraz, ezy prosta równoległa do osi y-ów może 
być styczną do elipsy w punkcie P. Widoczna, że prosta 


c—C=0 
jest styczną do elipsy wtedy i tylko wtedy, gdy mamy 
C = + a, 


tj. gdy P schodzi się z jednym z wierzchołków 4 lub Æ’ na osi 
a-ów. W tych punktach mamy więc również jedną jedyną styczną 
o równaniu 


c R a=0. (13) 


Równanie to zawarte jest zresztą w ogólnem równaniu (12) dla 


1 =0, $=+a. 


4. Konstrukcja stycznej do elipsy. 


Do każdej elipsy e o równaniu (6) należą dwa koła współ- 
środkowe ka, ką, o promieniach a i b i o środku w punkcie O, 
środku elipsy. Przy pomocy tych kół możemy skonstruować elipsę, 
tj. przy pomocy cyrkla i lineatu znaleźć punkty P elipsy posiada- 
jące daną odciętą €, lub daną rzędną y. Mamy dla punktów P elipsy 

o odciętej Ę 


b y : 
y = a: —_E 
i z vı 
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a dla punktów koła k, o odciętej £ 
y =at, 


a więc 
ml ż ky | =Pia (14) 


Styczne do elipsy i do koła k, w punktach P i Q posiadają- 
cych tę samą odciętą, przecinają się w punkcie M położonym na 
osi x-ów. W istocie równanie stycznej do koła k, jest 


æ + yj — a? = 0, (15) 


Kładąc y = 0 w równaniach (12) i (15) otrzymujemy oba razy 


przyczem zakładamy 6 Æ 0. 

Daje to nam konstrukcję stycznej £ w punkcie P jako prostej 
PM, przyczem M jest przecięciem stycznej £* do kcła w punkcie 
Q, prostopadłej do promienia OQ z osią z. 

Zupełnie tak samo konstruujemy elipsę przy pomocy koła k,, 
uważając punkty R posiadające tę samą rzędną co punkt P. Ozna- 
czająe przez 6” odcięte tych punktów mamy 


a więc 
512.67 l= a:b. (16) 


Styczna ż do elipsy o równaniu (12) i styczna t" do koła k, 
o równaniu 


zę! yq— 0: =0 (17) 


przecinają się w punkcie N na osi y o rzędnej 


y=—, (18) 


przyczem zakładamy 4, = 0. 
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Fig. 1*. 


Punkty P elipsy konstruujemy najprościej (fig. 13) przy po- 
mocy kół k.a, k, konstruując do danego punktu G na osi z punkty 
Q, R, P, albo do danego punktu H na osi y punkty R, Q, P. 


5. Bieguny i biegunowe wżględem elipsy. 


Uważajmy dowolny punkt P na płaszczyźnie o spółrzędnych 
Ę, 7. Prostą p o równaniu (12) nazywamy biegunową (polaire) punktu 
P względem elipsy (6), a punkt P jej biegunem (póle). Do każdego 
punktu odmiennego od środka elipsy należy więc zupełnie ozna- 
czona biegunowa. Do środka elipsy należy prosta w nieskończo- 
ności jako biegunowa. 

Do każdej prostej nie przechodzącej przez środek elipsy na- 
leży zupełnie oznaczony punkt P jako biegun. W istocie, aby prosta 
o równaniu 

Ax + By ++ C=0 (19) 


Geometrja analityczna na płaszczyznie. 15 


www.rcin.org.pl 


226 


C=E0 była biegunową punktu P o spółrzędnych €, 7 potrzeba 
i wystarcza, aby istniała liczba k-E0 taka, że zachodzą równości 


raz: kB=1 kC=—1 
a” ba” : 
z których liczby k Æ 0, 5,7 wyznaczają się w sposób jednoznaczny, 
przyczem nie obie liczby 6, 7 są równe zeru. 

Biegunowa (12) przecina elipsę (6) w dwóch punktach, które 
są albo rzeczywiste od siebie odmienne, albo urojone ze sobą sprzę- 
żone, albo schodzą się ze sobą. Niechaj %,, y, i zs, y, będą spół- 
rzędne punktów P, i P, przecięcia. Mamy więc równości 


ZS LI _ 120 iml, 2 (20) 


Ale równości te oznaczają, że proste o równaniach 


EF, 


= s — 1 =0 (21) 


przechodzą przez biegun P(Ę,%). Proste te są to styczne t,, tz 
w punktach P,, P, do elipsy. A więc styczne w punktach P,, P, 
przechodzą przez biegun P. Naodwrót niechaj punkt Q o spółrzęd- 
nych z, y będzie punktem styczności stycznej £ do elipsy przecho- 
dzącej przez biegun P. Mamy 


z ym 
a? F bo” Rz 
a więc punkt Q leży na biegunowej (12) punktu P, tj. jest jednym 
z punktów P,, P,. 

Jeżeli biegun P leży na elipsie, biegunową jest styczna t 
w tym punkcie do elipsy, a więc punkty P,, P, schodzą się z bie- 
gunem P, Naodwrót, jeżeli biegun eży na biegunowej, leży on na 
elipsie. 

Uważajmy równania (20) i (21) i obliczmy z nich z, y,, Wy- 
rażając je przez 6, 7 i x, y. Rozwiązując te równania 1-go stopnia 
względem z, y; otrzymamy 
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Możemy więc wyrazić spółrzędne punktów styczności P,, i=1, 2 
przez spółrzędne bieguna P i dowolnego punktu M o spółrzędnych 
x, y położonego na stycznej ł,, ¿= 1, 2. Wstawiając wyrażenia (22) 
w równanie elipsy (6) otrzymujemy równanie 


a(n — y)? + bE — 2)? — (=q — 78)" = 0, (23) 
które jest spełnione przez punkty obu stycznych t, i= 1, 2 po- 


prowadzonych do elipsy w punktach P, i =1, 2 i przechodzących 
przez punkt P. 

Wprowadźmy nowy układ spółrzędnych v’, y’, o początku 
Pi o osiach x, y’ równoległych i równo skierowanych z osiami z, y. 
Mamy 


c=|+v, y =qn+ y, (24) 
a więc równanie (23) napiszemy w nowych spółrzędnych w postaci 
15* 
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aty? +- biz”: — (xy —y Ę)* =0. 
lub 
(bł — Hir — Ene y -+ (a? — Ey =0. (25) 


Dwie proste przedstawione przez to równanie są odmienne 
od siebie rzeczywiste, urojone sprzężone ze sobą lub zlewają się ze 
sobą, zależnie od znaku wyróżnika 


D = (bt — 7?) (a? — g2) —= g?7? = atb — aty? — pge, (26) 
Widoczna, że zależnie od tego czy 


Esme 1 
a: TA 


jest > 0, <0, lub = 0 zachodzą powyższe trzy przypadki. 


Jeżeli zachodzi nierówność 


I] >a, 


zachodzi pierwszy przypadek. Tak samo zachodzi ten przypadek, 
jeżeli wprawdzie mamy 


EI i 


ale jeżeli rzędna 7 punktu P jest co do wartości bezwzględnej 
większa od wartości bezwzględnej rzędnej 7 punktu P“ elipsy po- 
siadującego tę samą odciętą Ę. Drugi przypadek zachodzi, jeżeli 
| Kai wartość bezwzględna rzędnej 7 jest mniejsza od wartości 
bezwzględnej rzędnej 7. Nareszcie trzeci przypadek zachodzi, jeżeli 
wartości bezwzględne obu rzędnych są sobie równe. 

A więc jeżeli punkt P leży zewnątrz elipsy, można poprowa- 
dzić do elipsy dwie styczne rzeczywiste od siebie odmienne. Jeżeli 
punkt P leży wewnątrz elipsy styczne do elipsy są urojone sprzę- 
żone. Nareszcie styczne zlewają się w jedną styczną, jeżeli P leży 
na elipsie. 

Stąd wypływa konstrukcja stycznych do elipsy z punktu 
zewnątrz elipsy, gdyż biegunową łatwo skonstruować, Prostsza jednak 
konstrukcja stycznych jest następująca. Ze wzorów (12) i (15) wy- 
nika, że styczne £ i t* w punktach Qi Q elipsy i koła k, mających tę 
samą odciętą i położonych z tej samej strony osi x przecięte są pro- 
stymi z = C w punktach P, P, których rzędne stoją do siebie w sto- 
sunku b:a. A więc styczne do koła przechodzące przez punkt P 
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a 
b 
chodzące przez punkt P przecinają się w dwóch punktach M,, M 
położonych na osi z. Stąd wypływa konstrukcja figury (14). Łą- 
czymy P z B, otrzymując punkt N na osi x, następnie łącząc N 
z C otrzymujemy P’. Styczne f, łą z punktu P’ do koła k, dają 
nam punkty M,, M, na osi z. Proste M,P i M,P są stycznymi 
i, tę do elipsy, a punkty przecięcia ®@,, Q, stycznych z prosto- 
padłymi do osi x przez punkty (),, Q', styczności na kole k, po- 
prowadzonymi są punktami styczności Q, Q, stycznych ty, tą. 


o spółrzędnych ©, q' = >) i odpowiednie styczne do elipsy prze- 


6. Elipsa urojona i jej równanie. 


Uważamy równanie drugiego stopnia 


m, y? 4 = 
a? -+ ha + |= 0, (27) 
różniące się tylko tem od równania (6) elipsy, że zamiast — 1 


mamy + 1. Widoczna, że niema punktu rzeczywistego, którego 
spółrzędne spełniają to równanie. Każdej wartości na x odpowia- 
dają dwie wartości urojone na y 


ine i 

y=; -eF 25 
i tak samo każdej wartoici na y odpowiadają dwie wartości uro- 
jone sprzężone na % 


z= iF A. 


Mówimy, że te punkty są położone na elipsie urojonej, której 
równaniem nazywamy równanie (27). Liczby 2a i 2b nazywają się 
długościami osi wielkiej i małej elipsy urojonej. 

Dla odróżnienia od elipsy urojonej nazywamy też elipsę elipsa 
rzeczywistą, a krótko elipsą tylko wtedy gdy nie może być niepo- 
rozumienia. 


7. Hiperbola i jej równanie. 


Uważajmy znów dwa punkty na płaszczyźnie oddalone od 
siebie o 2c, ©>0 i wprowadźmy układ spółrzędnych, którego osią 
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x jest prosta ĆC' z kierunkiem dodatnim od C’ do C, a osią y 
symetralną odcinka CC’ z kierunkiem dodatnim zawierającym kąt 
Lod z kierunkiem osi z. 


Uważajmy dowolną liczbę dodatnią Ża i szukajmy punktów 
P na płaszczyźnie takich, że różnica odległości 


r=QP i r =CP 
punktu P od punktów © i C’ równa się tej liczbie 2a 


r—r =2a. (28) 


Widoczna, że wartość bezwzględna liczby a nie może prze- 
kraczać liczby c. Jeżeli a= c, otrzymujemy punkty położone na 


osi -ów o odeiętej x E — c, a jeżeli a = — c punkty położone na 
tejże osi o odciętej x = c. 
Załóżmy 
|a| <e (29) 


i oznaczmy przez M spodek prostopadłej spuszczonej z punktu P 
na oś z-ów. Mamy 


r=\e =) +s, 

r=leFo"Fr, 
a więc mamy warunek 

Ka—=cj*Fy: — Mz + 0)* + ył =2a. (80) 
Podnosząc do kwadratu mamy 
(z 6) +- (r — e)" +H iet F Ve NFI a, 
stąd otrzymujemy podnosząc raz jeszeze do kwadratu 
lettre A= HH 2an, 


Dochodzimy więc do równania drugiego stopnia 


(c? — atja? — aty* — a? (c* — a?) =0. 
Wprowadzamy wielkość dodatnią b* określoną wzorem 
b = c? —a* (31) 


i otrzymujemy równanie drugiego stopnia 
y Di SEI Ap 
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btr? — aty? — a? bt = Ô, (32) 


i równanie równoważne 


—1=0. (33) 


Równania (32) i (33) przedstawiają krzywą drugiego stopnia, 
która się nazywa hiperbolą. Każdy punkt spełniający warunek (28) 
leży więc na hiperboli o równaniu (32) lub (33). 

Uważajmy teraz naodwrót równanie (33) lub (32). Dochodzimy 
wstecz do równania 


VEF osy Me — py — (e: yt + 3 — Zat) =0. 


W równaniu tem należy obrać pierwiastki ze znakami + albo- 
wiem łatwo widać, że 


z? -|- yt -+ c: — 2a3 
jest zawsze dodatnie. W istocie mamy 


>a 


zty >a, 


którą to ostatnią nierówność wyprowadzamy natychmiast z równa- 
nia hiperboli. 

Z równania poprzedniego otrzymujemy albo równanie (30) 
albo też równanie 


Ve- FHAN FFF 2a; (80) 


które się różni od równania (30) tem, że z prawej strony mamy 
zamiast 2a — 2a. Zarówno punkty spełniające równanie (30) jak 
i punkty spełniające równanie (30%), a więc warunek 


r—r = — 2a (28') 


leżą na hiperboli (33) i widoczna, że jeżeli a > 0, pierwsze punkty 
leżą na lewo od osi y, a drugie na prawo od tej osi, a jeżeli a < 0 
rzeczy się mają odwrotnie. Zresztą z równania (30) otrzymujemy 


e—cpy=e+d+r+ta+taflzFoFFy, 


więe 
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—al(z + cj € 


tZ 0, 


cz = — a? 


y’ 


i tak samo z równania (30') wynika 


(z -4 c)? -+ y? = (1 — e)? - yt + 4a* +- 4a (z — c)? yt, 
więc 
cr =a*-|-a TERET 
z >0. 


Założymy w dalszym ciągu, że a jest liczbą dodatnią. Przez 
b będziemy rozumieli dodatni pierwiastek z b*. Równanie hiperboli 
będziemy zwykle uważali w postaci (33). 


8. Badanie kształtu hiperboli. 


Hiperbola (33) posiada na osi xz-ów dwa punkty A i 4’ o spół- 
rzędnych z==a i x= — a. Na osi y-ów niema punktu rzeczywi- 
stego, gdyż dla z =0 mamy y= + ib. Uważamy jednak na tej 
osi dwa punkty rzeczywiste Bi B’ o spółrzędnych y =b i y = — b 
i nazywamy 4 punkty 4, 4, B, B’, wierzchołkami hiperboli. Odei- 
nek A'A nazywamy osią rzeczywistą hiperboli, zaś odcinek B'B 
osią urojoną. Punkt O nazywa się środkiem hiperboli. 

Z równania (33) otrzymujemy 


bę — g 
y= + > |z: — at, (34) 
ay, 
z=+y Vy + be. (35) 


Każdej wartości na z takiej, że |« | > a odpowiadają dwie rzeczy- 
wiste wartości na y od siebie odmienne i różniące się tylko zna- 
kiem. Każdej wartości na z takiej, że | 1 | < a odpowiadają dwie 
urojone ze sobą sprzężone wartości na y. Każdej wartości na y 
odpowiadają dwie rzeczywiste od zera i od siebie odmienne i różniące 
się tylko znakiem wartości na z. A więc hiperbola jest symetryczna 
względem obu osi spółrzędnych i składa się z dwóch oddzielnych 
części położonych po obu stronach osi y-ów, które się nazywają ga- 
łęziami hiperboli i których równaniami są odpowiednio równania 
(30) i (307). Punkty C,C' nazywają się ogniskami (foyer) hiperboli. 
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Będziemy je oznaczali przez F, F’. Wartość bezwzględna rzędnej 
2 
w ognisku tj. liczba A nazywa się, jak dla elipsy, parametrem p 


hiperboli. 
Hiperbola, dla której a = b, nazywa się równoboczną. 


9. Asymptoty hiperboli. 
Uważajmy równanie 


z? o y? 
a» b 


= (0, (56) 


które się od równania (33) hiperboli różni tylko tem. że zamiast 
— 1 mamy 0. Równanie to przedstawia dwie linje proste przecho- 
dzące przez początek układu 


= Z4 =0. (37) 


Proste te widocznie nie mają punktów w skończoności wspólnych 
z hiperbolą ani rzeczywistych ani urojonych. Można udowodnić, że 
własność ta jest charakterystyczna dla tych prostych. Uważajmy 
dowolną prostą /, której równanie możemy napisać w postaci 


y—mz—n=0, (38) 


albowiem proste równoległe do osi y-ów, jak widzieliśmy mają 
z hiperbolą wspólne albo dwa punkty w skończoności albo jeden 
punkt w skończoności. Prosta (38) przecina hiperbolę w punktach, 
których odcięte otrzymujemy z równania 


z (m«--n)? 
TS UD sęki 
a więc z równania 
1 m mn n? 
z zał 2 + ar! < — 
a3 | — 23% ja 1=0. (39) 


Równanie to jest równaniem pierwszego stopnia wtedy i tylko wtedy 
gdy spółezynnik kątowy m spełnia warunek 
i 1 


m? = z : (40) 
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a więc dla prostych równoległych do jednej z prostych (37). Rów- 
nanie to jest równaniem stopnia zero wtedy i tylko wtedy gdy 
mamy prócz równości (40) równość 
a więc dla prostych (37). 

Zastąpmy w równaniu (33) hiperboli i w równaniu (38) pro- 
stej spółrzędne Kartezjusza x, y przez spółrzędne jednorodne %,, 
tę, Mą. 


gz, ga t. (42) 
51-74 
Otrzymamy równania 
RO 4 7 
a js żę = 0, (43) 
Z — MI; — nr =0. (44) 


Rugując z równań tych z, otrzymujemy równanie 
z 1 mt „Mn 
Hat bt | "p 


in? z = 
14 — | +1)e$=0, (45) 


które to równanie posiada jeden pierwiastek 2, ==0 w przypadku 
gdy zachodzi warunek (40) i tylko w tym przypadku, a posiada 
pierwiastek podwójny xg==0 wtedy i tylko wtedy gdy zachodzi 
równość (41). 

Możemy więc powiedzieć, że proste (37) mają z hiperbolą 
wspólne dwa punkty w nieskończoności, a każda prosta równoległa 
do jednej z prostych (37)i od nich odmienna ma współny z hiper- 
bolą jeden punkt w nieskończoności, a jeden punkt w skończoności, 
który jest rzeczywisty. 

Proste (37) nazywają się asymptotami hiperboli aj, as, a to 
z następującego powodu. Uważajmy ciąg wartości na œ rosnący 
nieograniczenie do -|- oo. Wartościom tego ciągu odpowiadają war- 
tości na rzędne y punktów na hiperboli 


Wo 2. 
== f gR 
y=+ Va 


których wartości absolutne dążą do -|- oo, i tak samo wartości na 
rzędne Y punktów na asymptotach 


Y= +4 a 
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których wartości absolutne dążą też do --oo. Uważajmy różnicę . 
rg - [e— V=, 


gdzie pierwiastek jest dodatni. Mamy nierówności 


z 
a ——— 
> zr — Ja: — a:>0. 


W istocie, druga nierówność jest oczywista, a pierwszą otrzymue 
jemy zważając, że mamy 
gie 
2: — at > (z — JE 


albowiem 
« 


a: > 
z? 


albowiem zakładamy x > a. Zatem mamy 


` ub 
Y— y< = 
Różnica rzędnych punktu P’ na asymptocie a, i punktu P na bi- 
perboli z dodatniej strony osi x dąży więc do zera, gdy z rośnie 
nieograniczenie. Tak samo się mają rzeczy dla drugiej asymptoty 
i dla drugiej gałęzi hiperboli, a stąd pochodzi nazwa asymptot. 


10. Styczna do hiperboli i jej równanie. 


Podobnie jak -w przypadku elipsy styczną hiperboli w punkcie 
P (Ę, q) nazywamy prostą £ przechodzącą przez ten punkt i nie 
mającą innego punktu wspólnego z hiperbolą ani w skończoności 
ani w nieskończoności. Prosta 


y—q=k(z — 6) (46) 
jest styczną wtedy i tylko wtedy, gdy równanie na z 


|» kz BI? 2 
ANTERE 5—1=0 


ma na s pierwiastek podwójny x =€. Równanie to napiszemy 


1 k* yk kE 
Alt 


w postaci 


-+ Const. = 0. (47) 
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A więc mamy warunek 


Ex akni — FE 

> bt — kat’ 
stąd 

bE m adk = 0, 
czyli 

sE 
|= 5 (48) 
at?) ; 


zakładając y= 0. Otrzymujemy zatem jedną jedyną styczną o rów- 
naniu 


bE , £ 
raan e a 
a więc o równaniu 
rę y = ; 
"iz Ri 1 =0. (49) 


Wykluczyliśmy proste równoległe do osi y-ów, ale widoczna, 
że prosta o równaniu 


z— C=0 (50) 
jest styczną do hiperboli wtedy i tylko wtedy gdy mamy albo 
C= a 
albo 
C= — a. 


Mamy wtedy styczne w wierzchołkach 4 i A’, 
Równanie stycznej (50) można uważać jako szczególny przy- 
padek równania (49) dla y= 0, § = + a. 


11. Konstrukcja stycznej do hiperboli. 


Do hiperboli (33) należą dwa koła k., k, o promieniach a i b. 
Przy pomocy kół tych możemy skonstruować punkty hiperboli na- 
leżące do danego x lub do danego y. Jeżeli r =O0Q jest dane, 
prowadzimy styczną do koła k., otrzymując 


G0 = Ja: — at, 
a następnie konstruujemy y z proporcji 


y: Ja—a=b:a 
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Jeżeli y =0R jest dane, konstruujemy QC =(y* + be, a następnie 
otrzymujemy z z proporcji 


x: Vy F E= a:b, 


"© 


OT = GQ 
0U: RC 
ON = ON 
RTIAB 
QUVNAB 


a 


Fig. 15. 


Styczną w punkcie P(Ę, n) konstruujemy konstruując punkt M, 
w którym styczna przecina oś z, i którego odcięta jest 
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albo też konstruujemy punkt N, w którym styczna przecina oś y 


12. Bieguny i biegunowe wzgledem hiperboli. 


Uważajmy dowolny punkt P(Ę, 7) na płaszczyźnie. Biegunową 
tego punktu względem hiperboli (33) nazywamy prostą o równaniu 
(49). Punkt P nazywa się biegunem tej prostej. Znów jak w przy- 
padku elipsy widoczna, że do każdego punktu odmiennego od 
środka O należy biegunowa nie przechodząca przez środek, a do 
środka O należy prosta w nieskończoności jako biegunowa. Rów- 
nież łatwo okazać, że do każdej prostej nie przechodzącej przez 
środek należy jeden i tylko jeden biegun. 

Każdy punkt przecięcia biegunowej p z hiperbolą jest punktem 
styczności stycznej z bieguna P do hiperboli poprowadzonej i na- 
odwrót punkt styczności każdej stycznej z punktu P poprowadzonej 
do hiperboli leży na biegunowej p. Dowodzi się tego zupełnie tak 
samo jak do elipsy. 

Biegunowa przecina hiperbolę tylko w jednym punkcie w skoń- 
czoności, jeżeli jest równoległą do jednej z asymptot, a więc jeżeli 
mamy proporcję 

bE: aty = +b:a, 
więc jeżeli 


Gzy ="a:b, 


a więc jeżeli biegun P leży na jednej z asymptot. Otrzymamy rów- 
nania stycznych z punktu P poprowadzonych do hiperboli rozwią- 
zując równania 


4 1 iz 
E  l=0, (51) 
zę, vy = 
ARR —1=0, (b2) 


w których 4 7 są spółrzędne punktu styczności P względem 4 1» 
a następnie wstawiając w równanie hiperboli (338). Otrzymamy 
Tv) 
zyj —yĘ” 


(53) 
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— BĘ — r) 


zyj — y56 ' 


a stąd równanie w spółrzędnych bieżących z, y 
alq — y) — b*(— 2): — (27 — y$)” = 0. 


Wprowadzając osie x’, y' o początku P równoległe i równoskiero- 
wane z osiami %, y wzorami 


r=, y=qnkpy' (54) 
otrzymamy równanie 2-go stopnia 
x'?(b3 +- n?) + 2x y'n — y'?(a? — 63) =0. « (55) 


Wyznacznik d tego równania 


d=— (bt + n°) (a? — $2) — eq = 


= 6252 — pią? — a?b? (56) 


jest > 0, < 0 lub = 0 zależnie od tego czy wyrażenie 


g? 2 
> u ES 


jest > 0, <0 lub =0. Wyrażenie to jest zawsze ujemne, jeżeli 
mamy 6| «a. Jeżeli | § | >a, niechaj y' będzie rzędna punktu P’ 
położonego na hiperboli (33) i posiadającego odciętą Ę. Mamy 


a więc d jest >0, < 0 lub =0 zależnie od tego, czy mamy 


7 es sa ne y? a y? lub n? = 72. 


A więc z punktu P można poprowadzić dwie styczne ż, łą 
rzeczywiste od siebie odmienne, jeżeli ten punkt leży zewnątrz hi- 
perboli, t. zn. pomiędzy jej obu gałęziami, nie leżąc na żadnej 
z asymptot, w którym to przypadku mamy jednę styczną rzeczy- 
wistą. Z punktu P mamy dwie styczne urojone ze sobą sprzężone, 
jeżeli ten punkt leży wewnątrz hiperboli, t. zn. wewnątrz jednej 
albo drugiej gałęzi. Nareszcie te styczne zlewają się w jednę styczną 
rzeczywistą podwójną, jeżeli P leży na hiperboli. 

Spytajmy się teraz, czy jeżeli P leży wewnątrz hiperboli, 
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styczne fi, ła są stycznymi do fej samej gałęzi hiperboli czy też do 
różnych gałęzi. Na odcięte punktów przecięcia biegunowej (49) z hi- 
perbolą (33) mamy równanie 


z” b: ; 
— zĘ — at — 1 = 0 
a* ara, 5 | 
a więc równanie 
1 bsęs mę b 
zt — —— |-+235——-—1=0 
a atn’ dy g 


A więe obie odcięte mają ten sam znak jeżeli zachodzi nierówność 
a?q? — BIĘ? < 0, 

a mają znaki przeciwne jeżeli mamy 
aty? — btt > U. 


Zatem styczne z punktów P leżących pomiędzy asymptotami a hi- 
perbolą są stycznymi do tej samej gałęzi hiperboli, a styczne z punktu 
P leżących pomiędzy asymptotami w tych częściach płaszczyzny, 
w których niema hiperboli są styecznymi do różnych gałęzi hiper- 
boli. Nareszcie uważając znak spółczynnika przy pierwszej potędze 
x widzimy, że w pierwszym przypadku odcięte punktów styczności 
mają znak odciętej $ punktu P. 


13. Hiperbole ze soba sprzężone. Równanie hiperboli odnie- 
sione do asymptot jako osi spółrzędnych. 


Uważajmy krzywą drugiego stopnia określoną równaniem 


x? 


y? 7 
ag ri=l (57) 


Przemieniając osie z i y widzimy, że to równanie przedstawia rów- 
nież hiperbole, której oś rzeczywista leży na osi y-ów i ma długość 
2b, zaś oś urojona leży na osi x-ów i ma długość 2a. Przemieniając 
prócz x i y o z b dochodzimy znów do hiperboli (33). Hiperbole 
(38) i (57) nazywają się hiperbolami ze soba sprzężonemi (conju- 
gućes); posiadają one te same asymptoty i ogniska równo oddalone 
od środka O. ; 

Wprowadzimy teraz nowy układ spółrzędnych x’, y', którego 
osiami są odpowiednio asymptoty as, a,, a mianowicie kierunek 
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dodatni osi z’ zawiera z dodatnim kierunkiem osi x kąt p, okre- 
ślony wzorami 


a ; b 
ASV nakai er Er 
a więc mamy ọọ, = — g,. Mamy więc wzory przekształceń 
z =x' Cos p, +- y’ COS py, (58) 


y = x sin p, -4 y' sin gy. 
Otrzymujemy więc równanie 


lee BO LFÓL_„_jm0 


a? 


a więc równanie 
4ry — a —b*=0. (59) 
Równanie hiperboli sprzężonej z hiperbolą (33) jest teraz 
śry' + at |- b? =0. (60) 
Naodwrót można łatwo okazać, że równanie 2-go stopnia 
zy —m=0 (61) 


przedstawia hiperbolę odniesioną do asymptot jako do osi spółrzęd- 
nych. W istocie, uważajmy prostokątny układ spółrzędnych æ’, y' 
otrzymany przez przepołowienie kątów, jakie zawierają ósie spół- 
- rzędnych, i obierzmy jako oś x’ prostą połowiącą kąt 6 dodatnich 
kierunków osi z i y. Mamy wzory przekształcenia 


al węt R go 
2 cos F 2 sin 2 
z 
pe E A 
2 cos - 2 sin 
2 2 
Otrzymujemy zatem równanie 
2 2 
Die NE HER —4m= 0 à 
cos? J gint (62) 
2 2 
Geomotrja analityczna na płaszoryznie. 16 


www.rcin.org.pl 


242 


które dla m > 0 przechodzi w równanie (33) hiperboli, jeżeli po- 
łożymy 


A a 
a = 2/meos_, b=2|/msin 5, (63) 


a dla m < 0 przechodzi w równanie (57) hiperboli sprzężonej, jeżeli 
położymy 


a = 2 V— m cos „, b=2/=msinx. (64) 


14. Parabola i jej równanie. 


Uważajmy prostą k i punkt F nie leżący na tej prostej 
i oznaczmy przez p odległość punktu F od prostej k. Obierzmy 
układ spółrzędnych prostokątny, którego oś x jest prostopadła do 
prostej k i przechodzi przez punkt F, i której kierunek dodatni 
skierowany jest od prostej k do punktu F, a początek O układu 
obierzmy w punkcie połowiącym odcinek FD, gdzie D jest punk- 
tem przecięcia osi z z prostą k. 

Spytajmy się, jaki związek zachodzi pomiędzy spółrzędnymi 
x, y punktu P równo odległego od prostej k i od punktu F. Mamy 
oznaczając przez Q spodek prostopadłej z P na oś x spuszczonej, 
przez R spodek prostopadłej na oś y spuszczonej, a przez r odleg- 
łość PP 


5p — p 
PR stg 
Mamy 1 
r= PR, (65) 
| | e = 
2+5 =||- -$) -+ y5. (66) 


Widoczna, że z nie może być ujemne, a więc równanie (66) mo- 
żemy zastąpić przez równanie 


a CEED 


Stąd otrzymujemy 
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2 1Ć 
(2+5 =|(z—5) +y, 
a więc 
yt — 2pz = 0. (67) 


Otrzymujemy więc równanie drugiego stopnia. Krzywą drugiego 
stopnia określoną przez równanie (67) nazywamy parabola. 

Naodwrót każdy punkt P, którego spółrzędne spełniają rów- 
nanie (67) paraboli spełnia warunek (65). Liczba p nazywa się 
parametrem paraboli, prosta k kierownicą paraboli (directrice), a punkt 
F ogniskiem (foyer) paraboli. 


15. Badanie kształtu paraboii. 


Parabola posiada jeden jedyny punkt na osi x a mianowicie 
początek O układu spółrzędnych, który jest też jedynym punktem 
na osi y. Każdej dodatniej wartości na z odpowiadają dwie war- 
tości na y 


y=+|2px 
różniące się tylko znakiem, a każdej ujemnej wartości na x odpo- 
wiadają dwie urojone sprzężone ze sobą wartości na y. Jeżeli z 


rośnie nieograniczenie, natenczas i wartość bezwzględna y rośnie 
nieograniczenie. Początek O nazywa się wierzchołkiem paraboli. 


16. Styczna do paraboli i jej równanie. 


Styezną do paraboli w punkcie P(Ę, y) paraboli nazywamy 
prostą, która prócz tego punktu niema z parabolą wspólnego ża- 
dnego punktu rzeczywistego ani urojonego. Prosta o równaniu 


y—1q1—k(c— t) =0 (68) 
jest więc styczną do paraboli, jeżeli równanie drugiego stopnia 
[n + k(z — 6)]? — 2pz =0 
ma podwójny pierwiastek x =6. Równanie to napiszemy w postaci 
ktz* + Ze(kqn— kE — p) rr + KR = O. (69) 


Mamy więc 
16* 
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s l z 
Ę ==— pen — kt — p) 


k =P 
U 


zakładając n 4+0. Otrzymujemy więc równanie jednej zupełnie 
oznaczonej stycznej 
—q<SEs=a 
y—7 4. 5) =0, 


a więc 
yn —p(z + 4) =0. (70) 
Prosta 
g—C=0 


równoległa do osi y jest styczną wtedy i tylko wtedy, gdy mamy 
C= 

a więc w początku 0. Równanie 
= l(U 


tej stycznej jest szczególnym przypadkiem równania (70) dla 
ezg 


17. Konstrukcja stycznej do paraboli. 


Do danej odciętej OQ konstruujemy punkt P kreśląc z ogni- 
ska F koło o promieniu DQ, a do danej rzędnej QR konstruujemy 
punkt P, połowiąc odcinek SF w punkcie 7 (położonym na osi y) 
i kreśląc w tym punkcie prostopadłą SF i przecinając nią prostą SR. 

Styczną w punkcie P rysujemy zważając, że dla y = 0 mamy 


g=—;, 


a więc konstruując punkt M taki, że OM = — OQ, albo konstruując 
punkt N przecięcia stycznej z osią y, dla którego mamy 


_P$ 

= M 
a więc 

y=2, 


a więc punkt N schodzi się z punktem 7. 
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18. Bieguny i biegunowe względem paraboli. 


Uważajmy dowolny punkt P(E,y) na płaszczyźnie. Prostą 
o równaniu (70) nazywamy biegunowa tego punktu względem para- 
boli a punkt P biegunem prostej. Każdy punkt przecięcia tej prostej 
z parabolą jest punktem styczności stycznej z P do paraboli popro- 
wadzonej i naodwrót. Wszystkie punkty styczności stycznej z punktu 
P do paraboli poprowadzonych leżą na biegunowej p. W istocie, 
jeżeli QË, n) jest punktem przecięcia, mamy 


Fig. 16. 


m — PE +E) =0, (72) 
a stąd wynika, że styczna £ w punkcie Q 
1 — plz +56) =0 (13) 


przechodzi przez punkt P i naodwrót z równości (72) wynika, że 
biegunowa p przechodzi przez punkt styczności Q. 

Każda prosta nie równoległa do osi zx-ów jest biegunową 
jednego zupełnie oznaczonego punktu P(6, y). W istocie uważajmy . 
równanie 
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c-|-my--n=0 


i porównajmy je z równaniem (70) biegunowej. Chodzi o znalezienie 
liczb k Æ 0, 6, 7 spełniających warunki 


k = — p, 
km =n, 
kn = — p%, 
ale widoczna, że równania te spełnione są przez jeden jedyny układ 
k = — p, 
id 
. n =— pm. 


Biegunowa przecina parabolę w punktach, których spółrzędne 
otrzymamy wstawiając 


EM E 
P 
w równanie (67) paraboli. Mamy więe 
y — Z(yq —p5) =0 (64) 
Wyróżnik tego równania jest 
d = 2p — ne. (15) 


Otrzymujemy zatem dwa punkty rzeczywiste od siebie odmienne 
przecięcia, dwa punkty urojone sprzężone ze sobą lub jeden punkt 
rzeczywisty zależnie od tego, czy 


n? — 2p% 
jest > 0, < Wb EZUE 


A więc jeżeli < O lub = 0, 7-0 mamy d<0. Jeżeli 
56>0 d jest > 0, jeżeli rzędna ņ' punktu P’ położonego na para- 
boli i mającego odcięta Ę jest co do wartości bezwzględnej większa 
niż wartość bezwzględna %, zaś d jest < 0 jeżeli się rzeczy mają 
naodwrót. A więc widzimy, że z punktu położonego zewnątrz pa- 
raboli, tj. po tej stronie paraboli, po której się znajduje ujemne 
ramię osi; » można do paraboli poprowadzić dwie styczne rze- 
czywiste od siebie odmienne. Z punktu położonego wewnątrz para- 
boli, tj. po stronie dodatniego ramienia osi x poprowadzone styczne 
są urojone ze sobą sprzężone. Nareszcie styczne zlewają się w jedną 
styczną rzeczywistą, jeżeli punkt P leży na paraboli. 
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Biegunowa przecina oś © w punkcie 


=—Ę 


zaś oś y w punkcie 


daje się więc łatwo skonstruować. 

Równanie stycznych z punktu P do paraboli otrzymamy, obli- 
czając E, q z równań (72), (73) i wstawiając w równanie (67) pa- 
raboli zamiast z i y Mamy 


E__ TY — ye 


"==— ’ 
_plz—9 (16) 
iaa 
więc otrzymamy 
pie — $) — Ż(zy — y?) (y — n) =0. 


więc 
pie — 5)* — 2|(2 — Em — (y — 76] (y — 7) =0. 


Dochodzimy więc do równania 


ple — 6)? — 2y(z — E) (y — 1) + 25(y — n)? =0, (77) 


na którego wyróżnik otrzymujemy wyrażenie (75). 


19. Równania wierzchołkowe elipsy, hiperboli i paraboli, 


Równaniem wierzchołkowem elipsy, hiperboli i paraboli nazy- 
wamy równanie tych krzywych odniesione do następującego układu 
spółrzędnych x’, y. Początkiem O” jest jeden z wierzchołków, jedną 
z osi spółrzędnych jest ta z osi v lub y, która przez ten punkt 
przechodzi a nowy układ jest prostokątny i zgodnie da i 
z układem z, y. 

Obierzmy więc dla elipsy wierzchołek A’ jako wE O, 
dla hiperboli wierzchołek A, zaś dla paraboli nie zmieniamy po- 
czątku układu. Równanie wierzchołkowe elipsy jest 


(x' — a)? 
a? 


"2 
+ —1=0, 


równanie hiperboli 
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3 "2 
(ża dać yk laj p Y 


a? pe 
a równanie paraboli 
y:— 2pzr=0 
Mamy równania: 
1) Elipsy: 
* s. a 
paz” TAG 


2) Hiperboli: 
43 b: 
a — I, + 
y EET A 
3) Paraboli: 
y’ == 2px. 
be 


Wprowadzając w te równania parametr z =p elipsy i hi- 


perboli, napiszemy jedno równanie 
y*=2pr 4 Ëa, (78) 


przedstawiające dla e = -+ 1 hiperbolę, dla e = —1 elipsę, a dla 
e= 0 parabolę. Stąd widoczna, że hiperbola przebiega zewnątrz 
paraboli, a ta znowu zewnątrz elipsy i że jeżeli nie zmieniając 
parametru p nadamy półosi a ciąg wartości dążący do nieskończo- 
ności, natenczas hiperbola i elipsa zbliżają się nieograniczenie do 
paraboli. 


Ćwiczenia. 


1. Znaleźć miejsce geometryczne punktów, z których elipsa wi- 
dziana jest pod kątem danym og. W szczególności znaleźć miejsce geo- 
metryczne punktów, z których elipsa widziana jest pod kątem prostym. 

2. Kiedy prosta 

ur+-ry—1=0 (1) 
jest styczną do elipsy? 

3. Znaleźć miejsce geometryczne punktów, z których styczne po- 
prowadzone do hiperboli zawierają dany kąt g, przyczem uważamy kie- 
runki od punktu danego do punktów styczności. W szczególności znaleźć 


miejsce geometryczne punktów, dla których p=. 


4. Znaleźć miejsce geometryczne punktów, z których parabola wi- 
dziana jest pod danym kątem g. W szczególności znaleźć miejsce geo- 


metryczne punktów, dla których p = z. 
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5. Znaleźć miejsce geometryczne spodków prostopadłych ze środka 
O na styczne elipsy. 

6. Znaleźć miejsce geometryczne spodków prostopadłych ze środka 
na styczne hiperboli. 

7. Iloczyn odległości ognisk F i F’ od stycznej elipsy równa się 
kwadratowi połowy małej osi. 

8. Iloczyn odległości ognisk F i F’ od stycznej hiperboli równa 
się ujemnemu kwadratowi połowy małej osi. 

9. Znaleźć miejsce geometryczne spodków prostopadłych z punktu 
P na styczne elipsy poprowadzonych. 

10. To samo zadanie dla hiperboli. 

11. To samo zadanie dla paraboli. 

12. Punkty elipsy, których normalne przechodzą przez dany punkt 
P leżą na hiperboli, której asymptotami są osi elipsy. 

13. Uważamy prostą l przecinającą hiperbolę w punktach 4, B 
a asymptoty w punktach C, D. Odcinki AC. BD mają równe miary. 
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ROZDZIAŁ XII 


Przekształcanie ogólnej funkcji drugiego stopnia 

i ogólnego równania drugiego stopnia. Niezmien- 

niki funkcji drugiego stopnia i równania drugiego 
stopnia. 


1. Przekształcanie linjowe dwóch zmiennych. 
Przekształceniem albo transformacją linjową dwóch zmiennych 


x, y w dwie nowe zmienne r, y, nazywamy czynność polegającą 
na zastąpieniu ©, y przez x, y' zapomocą wzorów 


a” = tp F ay > 13, (1) 
Y =QyT + Gyyy F Osy. h 
Liczby a, 4=1, 2, j= 1, 2, 3 nazywają się spółczynnikami prze- 
kształcenia linjowego. Wyrażenie 
th = ügy dzą — Agg Aaa (2) 


nazywa się wyróżnikiem przekształcenia linjowego. Jeżeli wyróżnik 
d jest liczbą od zera odmienną, możemy ze wzorów (1) wyrazić 
x, y przez ©, y’ wzorami 


x= bt > byy! + byy, (3) 
y = bat + bay + brs 
w których to wzorach liczby b,, ¿i= ł, 2, j = 1, 2, 3 są to zupeł- 


nie oznaczone liczby i w szczególności mamy 


a a a i - 
b= > bi=— 4: by =T b= (4) 


Przekształcenie (3) nazywa się przekształceniem odwrotnem prze- 
kształcenia (1). 
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Uważajmy dwa układy (X) i (X') spółrzędnych Kartezjusza 
i załóżmy, że początek O' układu (X') w układzie spółrzędnych (X) 
ma spółrzędne a, b; niechaj dalej a,, b, i as, b, będą spółczynniki 
kierunkowe dodatnich kierunków osi x”, y w układzie (X), zaś 0 
kąt dodatniej osi y z dodatnią osią x, a ©” kąt dodatniej osi y’ 
z dodatnią osią x'. Pomiędzy spółrzędnymi obu układów mamy 
związki 
domku: + a z + as y (5) 
y=b4 bix + by’, 
a więc mamy przekształcenie linjowe kształtu (3). Mamy wzory 


sin 9 = (a,b, — a45,) sin 8, (6) 
cos O’ = a,a, -F (a,0, + a,b,) cos O- b, by. 


2 Przekształcenie funkcji drugiego stopnia zapomocą prze- 
kształcenia linjowego. 


Uważajmy funkcję drugiego stopnia 
Jæ, y) z Axr ++ 2Bzry +- Cy +-2Dx-+-2Ey+-F. (7) 


Przekształómy tę funkję przekształceniem (3), natenczas otrzymamy 
funkcję f'(x’, y’) również drugiego stopnia 


F, y) = Alb Hby -p byy)? + 2 Bib, z” + bygy” > bys) - 
(byt + bay HF bi) + Ch z” -F byy” + du) +- (8) 
+ 2D(by x" -bay +b) + Ebun + by + ta) tHE 


która się nazywa przekształconą funkcji f(x, y). Oznaczając przez 
A,B,C D', E' F' spółczynniki funkeji przekształconej mamy 
wzory 


4 = Aby, * + 2 Bb,, by, + Chy*, 


B' = Ab, by, + B(byybąą + bisbe) FH C bzy byę, 
©! = Aly! -t 2Bb,, byy -|- Chyg?, 


9 
D' = (Aba + Bd, + D)bn + (Bbs + Oby +E)d,, © 
E' = (Abis -+ Bba, + D)b,, + (Bba + Chys + Ejha, 
F' = Abia? - 2 Bby,b,, + Obis H2 Dis + 2Eb,, + F. 
Mamy widocznie 
F = f (bis, baa) (10) 


Wprowadźmy formę o(z, y) drugiego stopnia 
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plx, y) = Ax? +- 2 Bry- Cyt (11) 


i formę również drugiego stopnia czterech zmiennych %,, y;; Ty, Y2 


plti, Y1; Les Ya) = Axja, + B(aiy; Fry) H Cy (12) 


Forma ta jest formą pierwszego stopnia względem 2,, y, i tak samo 
formą pierwszego stopnia względem x, y.. Forma taka nazywa się 
formą bilinearna dwóch par zmiennych 2,, y, i Xy, Ya. Forma ta 
jest formą symetryczną obu par £1, y, i Z3, Yz t. zn. nie zmieni się, 
jeżeli przemienimy obie pary zmiennych ze sobą. 

Wprowadźmy jeszcze znane nam już oznaczenia 


a = Aa + Bb -+ D, 


8 = Ba -+ Cb + E, (13) 
i oznaczenie 
y= Da4 Eb + F. (14) 


Wówczas forma przekształcona f'(x’, y') dla przekształcenia (5) ma 
następujące spółczynniki 


A = ọla, by). 

B' = g(ay, Dy; 44, 04), 

C' = gla, bs), 

D' = xa, +- bh, 

E’ = aa +- Eb, 

F' = f(a, b) = aa + 6b -+ y. 


(15) 


Załóżmy ÆA Æ 0 i napiszmy 4' w postaci 
A = 1 (Aa, + Bb)? - (AC — Bb]. 
Widoczna, że gdy wyróżnik ô jest dodatni, 4 i A' są równocześnie 
dodatnie i ujemne. W istocie, A” może się równać tylko wtedy zeru 


gdy mamy b =0, Aa, + Bb, =0, a więc a, = b =0, co być 
nie może. Tak samo C’ ma znak 4, albowiem mamy 


0'= 4 (Aa, + Bb): + AC — BIJE]. 
Zauważmy dalej, że wszystkie trzy spółczynniki Æ’, B, © 


nie mogą się równocześnie równać zeru. W istocie mielibyśmy 
wówczas 
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(Aa, + Bha, (Ba, + Cb,)b, =0. 
(Aa, + Bb, ja, + (Ba, + Ch), =0 


(Aa, -+ Bb;)a, + (Ba, + Ch), =0, 
(Aa, -- Bb, | n, + (Ba, + Cb,)b, =0. 


(16) 


(17) 


Równości (16) możemy uważać jako dwa równania linjowe i jedno- 
rodne względem niewiadomych 


Aa, + Bb, Ba, + Cb. 
Wyznacznik spółczynników przy niewiadomych jest a,d; — @zb1, 
a więc jest od zera odmienny. Wynika stąd, że musielibyśmy mieć 
Aa, + Bb, = 0, Ba, 4- Cb, = 0. 


Tak samo możemy równości (17) uważać jako równania linjowe 
jedaorodne względem niewiadomych 


da, + Bh, Ba, + Ch,, 

a więc musielibyśmy mieć 

Aa |- Bb =0, Ba +- Ch =0. 
Uważajmy teraz równości 

Aa, + Bh =0, A a, -+ Bh = 0. 
Równości te możemy uważać jako równania linjowe i jednorodne 
względem niewiadomych 4, B. Ponieważ wyznacznik spółczynników 
przy niewiadomych ab, — ab, jest od zera odmienny, więe mu- 


sielibyśmy mieć 


Uważajmy tak samo równości 
Ba, + Cb, =0, Ba, + Ch =0. 
Równości te możemy uważać jako równania linjowe i jednorodne 
o niewiadomych B, C, a więc musielibyśmy mieć 
BICZ 


A więc wszystkie trzy spółczynniki 4, B, C musiałyby równać się 
zeru co nie zachodzi, 

Możemy także rozumować w ten sposób: Forma (x, y) prze- 
chodzi przekształceniem linjowem 
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g= a -f MY, 
y =b x -+ bhy 


w formę p'(x',y) o spółczynnikach A”, B, C’. Gdyby wszystkie 
te 3 spółczynniki równały się 0, forma (x, y’) równałaby się 
zeru dla wszystkich wartości x", y’, a więc forma yg(x, y) równałaby 
się zeru dla wszystkich wartości x, y. A więc wszystkie trzy spół- 
czynniki A, B, C formy (x, y) musiałyby równać się zeru. 


3. Przekształcanie równania krzywej drugiego stopnia przez 
wprowadzenie nowego układu spółrzednych. 


Uważajmy równanie krzywej drugiego stopnia C 
f(x, y) =0 (18) 


i wprowadźmy wzorami przekształceń (5) nowy układ spółrzędnych 
Kartezjusza. Spółrzędne z, y punktu P położonego na krzywej Ć 
przechodzą w spółrzędne x', %' spełniające równanie drugiego stopnia 


(e, y) =0 (19) 


przyczem spółczynniki funkcji przekształconej /’ wyrażają się wzo- 
rami (15) przez spółczynniki funkcji pierwotnej /. Naodwrót, jeżeli 
spółrzędne z’, y punktu P spełniają równanie (19), natenczas spół- 
rzędne «, y tego punktu spełniają równanie (18). Równanie (19) 
nazywa się równaniem przekształconem krzywej C. 


4. Niezmienniki funkcji drugiego stopnia względem prze- 
kształcenia linjowego. 

Ze wzorów (9) wynika, że spółczynniki funkcji /'(x', y’) prze- 
kształconej funkcji /(x, y) przekształceniem (3) są funkcjami linjo- 
wemi i jednorodnemi spółczynników funkcji / (æ, y). Przytem każdy 
spółczynnik funkcji przekształconej zależy od przynajmniej trzech 
spółczynników funkcji pierwotnej. 

Uważajmy teraz przekształcenie linjowe (5) i postawmy sobie 
następujące pytanie: Czy istnieją takie funkcje spółezynników 
1,.58 funkcji JE, y’) 

P(4',... HF), 


które mają tę własność, że jeżeli w tej funkcji zastąpimy 4... F” 
przez wyrażenia (15), otrzymamy taką funkcję spółezynników 4,...F 
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i spółczynników wzorów (5) przekształcenia, która daje się napisać 
w postaci 
pla, b; m, bij as, ba). P(4,...F'). 


T. m. że otrzymamy iloczyn tej samej funkcji P spółczynników 
A.. F pomnożony przez pewną funkcję spółczynników przekształ- 
cena a...b,. Mamy więc tożsamość 


p(A',...F') = yla, b; a,, by; aa, ba) - P(A,...F): (20) 


W szczególności będziemy szukali takich wielomianów 6 wiel- 
kośi A',...F', które powyższą własność posiadają. 

Funkcje posiadające powyższą własność nazywają się niezmien- 
nakomi funkcji drugiego stopnia f(x, y) względem przekształcenia 
linjcwego (5). 

Ponieważ pierwsze 3 spółczynniki 4', B’, ©’ zależą tylko od 
pierwszych 3 spółczynników 4, B,C, więc można szukać niezmien- 
ników zależnych tylko od tych trzech spółczynników, Otóż łatwo 
okazać, że takim niezmiennikiem jest wyróżnik = AC — Bt. 

W istocie, pomnóżmy przez siebie wyróżniki 2-go stopnia 


AB ay by 
B C ag ba 


mnożąc wiersze przez wiersze. Otrzymamy wyznacznik 2-go stopnia 


Aat Bb, Aa +- Bi 
Ba, -Cb,, Ba +- Ob 


Pomaóżmy jeszcze raz ten wyznacznik przez wyznacznik 


a by 
as by 


mnożąc kolumny pierwszego wyznacznika przez wiersze drugiego 
wyzracznika. Otrzymamy wyznacznik 


vy B' 
BE Cp 


Oznaczając przez ô’ minor 8 obliczony dla funkcji f'(x’, y') otrzy- 
mujemy związek 
B = È (arba — a4b,)?, (21) 


okazujący, że ò jest niezmiennikiem. 
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Okażemy teraz, że wyznacznik trzeciego stopnia A jest też 
niezmiennikiem. Postąpimy tą samą drogą co poprzednio, mnożąc 
przez siebie wyznaczniki 


ABD ab O 
BOEI i a, bę O |, 
DEF a b 1 


a mianowicie mnożąc wiersze przez wiersze. Otrzymamy wyznacznik 
trzeciego stopnia 


Aa, + Bò. Aa, + Bb,, a 
Ba, + Ch,, Ba, + Cb,, 5 
Da, + Eb,, Da, +- Eb,, Y 


Pomnóżmy otrzymany wyznacznik raz jeszcze przez wyznacznik 


a, 6, O 
a, b, 0 
abi 


mnożąc kolumny pierwszego wyznacznika przez wiersze drugiego 
wyznacznika. Otrzymamy wyznacznik trzeciego stopnia 


ABD 
B' [05 E' 
D' E' F' 
który oznaczamy przez ^’. Mamy więc związek 
A = A (a,b, — a, b,)*, (22) 


okazujący znów, że wyznacznik A jest niezmiennikiem, 

Uważajmy teraz przekształcenie linjowe (5) jako przekształ- 
cenie układów spółrzędnych (X) i (X^). Wówczas napiszemy zwią- 
zek (21) w postaci 


z ż 
TO D FO mk se 9: 
sinż9 sinto ’ 8% 
a związek (22) w postaci 
„Gazy Ba (24) 
sin’ sint : 
Okażemy teraz, że wyrażenie 
w= A4 C — 2B cosh (25) 
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jest niezmiennikiem względem przekształcenia układu spółrzędnych. 
Aby to okazać, postąpimy teraz inną drogą, wstawiając w wyrażenie 


w = A+ 0'—28H'cosf' (26) 
należące do funkcji przekształconej /'(x',y') wprost wartości spół- 
czynników. Korzystając ze związków 


a; -+ 2a, b eos B -- łĄ = |, 


aż +- Zas by cós 0 -|- 83 = 1, (27) 
i ze związku 
cos A” = aa, -H (a; bs -H a9b,) cos À -|- b, by (28) 
możemy wyrazić w” przez wyrażenie 
(daj + 2 Ba, b, -++ CH) (aż +- Ża4b, cos 6 +- bó) -+ 
+ (Aaż + 2 Bab, -+ Chźj(aj + 2a, b, cos 6 -- bę) — 
— 2|Aaya, + B(ayby + a4b,) + Ch, bel . 
. [0404 + (a, bę  a4D,) cos 0 -+ b, b) = 
= A (u, b; — a,b,)? 4 Clar b, — a,b,)* — 2 B(a,bą — a45,)* cos 8 = 
= (arb; — ab, jfw. 
Dochodzimy zatem do związku 
w = (aibs — a4b,)*0, (29) 
który można też napisać w postaci 
= = (80) 


sin? h sinžý ` 


Do związków (29), (30) można dojść w inny sposób, który 
zarazem lepiej okazuje dlaczego właśnie wyrażenie w jest niezmien 
nikiem. W Rozdziale VIII. uważaliśmy pęki form drugiego stopnia 


(2 y) = h piln y) F Maal yh (31) 
gdzie mamy 
p, (z, y) = A, 23 - 2B, wy -+ C,y?, (32) 
7: (X, y) = Aaxt -|- 2B, æy + Czy”. 
Oznaczmy przez 8, ô, 8; wyróżniki należące odpowiednio do form 
(31) i (32). Mamy więc 
8 == (hy dy F 44.44) (%4 ©, -H àa C) — 
— (hy B, +4- 2, B,)? = 252, + 353, 4-2, hą( A, Oa +- (33) 
-H 44 C, — 2B, B,). 


Geometeja analityczna na płaszezyznie. 17 
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Przekształómy teraz formy (31) i (32) przekształceniem (5). 
Oznaczając przez ò’, òi, ð niezmienniki form przekształconych mamy 


związki 
3" = S (a, bę — a4b,)?, (34) 
3, = 8, (dy bę — dąb, )*, | (35) 
$, = 2, (a, bę — agb)”, 
a ponieważ mamy 
U=K$, +- M8, + 4,4,(4, CG + 4,C; — 2B, Bi) (56) 


więc łatwo dochodzimy do związku 
A; C- A30; — 2 Bi Bi = (A, C; -+ A.C, — 2 B, B,). (a,b, — a45,)*, 


czyli, że wyrażenie 


A, 0, 440, — ? B, B, 


jest niezmiennikiem względem przekształcenia (2). Oznaczając wy- 
rażenie to przez 3,, napiszemy związek 


Bis = Żys( a, bę — a4b, )?, (37) 


albo też związek 
Õis ĉis 


r =" — rer. (58) 
sin? f sin? h (38) 


Niezmiennik ô, zależy od spółczynników dwóch form kwa- 
dratowych, nazywa się więc wspólnym niezmiennikiem dwóch form. 


Aby teraz otrzymać niezmiennik w obieramy formę 9, (2, y) 
dowolnie, a jako drugą formę q,(x, y) obieramy formę 


p, (w, y) = x* -+ 2xy cos 0 -+ y? (39) 
wyrażającą odległość punktu P(x, y) od początku układu. Otrzymu- 
jemy wówczas ze związków (34), (38) bezpośrednio związki (29), (30). 

Ze związków niezmienniczych otrzymanych wynika bezpo- 
średnio, że 6, A, w mają te same znaki dla funkcji f(x, y) danej 
i dla funkcji f(x’, y) przekształconej i że się równocześnię obra- 
cają w zero. 

Uważajmy teraz znane nam już wyrażenie (23, 

Q? = [2B — (A + C) cos 6]? -+ (4 — C)*sin*6. 


Wyrażenie to można też napisać w postaci 


[A € C— 2B cos 0]? — 4(AC — Bt) sin? 0 = w? — 45 sint p. 
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Oznaczając przez (2 niezmiennik £? należący do formy f'(x', y’) 
przekształconej, mamy 


t= wt Aè sin? O, 
i widoczna, że 62% jest niezmiennikiem. Mamy 


Q? = (a, łą — a4b,)%623, (40) 

albo 
3 412 ; 5 
sin:  sinz6 * (1) 


Jeżeli mamy 
5=0, 0 = 0, 


natenczas (2 = 0, a więc mamy 
=C, B = A cos 6 = C cos D, 
a stąd wynikają równości 
= B=0C=0. 
Uważajmy jeszcze funkcję (7) w przypadku dwóch prostych 


do siebie równoległych. Mamy teraz ô= 0, A = 0. Funkcja f(x, y) 
ma teraz kształt 


slax -+ by -Hc,) (ax -+ by- e) (42) 


Przekształcając tę tunkcję przekształceniem (5) otrzymujemy funkcję 
F (æ. y’) kształtu 


eax + by + alar Hby +- c), (43) 


przyczem mamy 
a' = aa, -|- bb, 


K = za, H-Vs; (44) 
4 =zaa-+-bb+-€. (6) 


(4 =aa + bb F3 . 
Z równości (45) otrzymujemy równość 


= 
, 


a- ġ=A— 4. 


Minory 8, ò’ wyznacznika A i odpowiadające im minory Fa g” 
wyznacznika A” wyrażają się przez liczby a, b, Gw następującej postaci 
17% 
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a (47 
EAC — q)*, | | 
Ha | 

M 48) 
= ię —qa. | | | 


Wstawiając w te wzory spółczynniki funkcji f i f” docho- 
dzimy do następujących związków 


z” g 

r: Ta G’ (49) 

zg” z” = 
r — 4' (50) 
£ 


czyli otrzymujemy dwa nowe niezmienniki; oczywiście zakładamy 


tutaj, że A #0, A' #0 względnie C + 0, C Ev. 


5. Niezmienniki absolutne funkcji drugiego stopnia. Niezmien- 
niki rownania drugiego stopnia. 


Uważajmy znów funkcje / i f'i pomnóżmy je przez dowolne 
od zera odmienne liczby £ i k’. Otrzymamy funkcje 
Alr, y) = k fiz, y), (51) 
Sul, y) = kri y) 52 
Oznaczając przez 0,. A,, w, i przez ði Aw, Wp niezmienniki nale- 
żące do funkcyj f, i /,, mamy oczywiście 
(53) 4 = ktg, (54) A,=HHA, (55) w, = kw, 
(56). ży, ==k'*%8" (57) A, = kA, (58) o= kw. 


Dochodzimy stąd do równości 


z z z NU 
(59) S=, (60) z = z 
+i m + 
i do równości 
JA 2 -T w 
<A 9 m 
BDrg=re (A ze 
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Wyrażenia 

Qa! z. Aot 

ea., 
nazywamy absolutnymi niezmiennikami funkcji f(x, y), ponieważ nie 
zmienieją wartości przy pomnożeniu funkcji przez liczbę kÆ 0. 
Tak samo nazywamy wyrażenia 

P NE OŁ, 

i 


> m 
b 
Ga 7 


absolutnymi niezmiennikami funkcji f'(x’, y'), Mamy równości 


As _ I BJ A? (62) 
Bi (aibs — mh) 2 j 
ws coż > 
że = (a be — CA je z 5 (63) 
dy A 
które też możemy napisać w postaci 
A A? 
wo: SŁ nS rat 
sa Sint =  sin*b, (64) 
Zu g 
E ON (65) 
õp sinti sint ` f 


Absolutne niezmienniki nazywamy też niezmiennikami rów- 
nania drugiego stopnia (18), ponieważ równanie to pomnożone przez 
dowolną od zera odmienną liczbę k przedstawia tę samą krzywą 
drugiego stopnia, Można też mówić o niezmiennikach krzywych 
drugiego stopnia. Niezmienniki te oznaczać będziemy literami N, 
i N,. Mamy więc 


TERS : 
N; = ga” (66) 
2 
N= i (67) 


Niezmiennik N, jest niezmiennikiem względem dowolnego linjowego 
przekształcenia, natomiast niezmiennik N, jest określony tylko dla 
przekształcenia układu spółrzędnych Kartezjusza. 

Wprowadźmy odpowiednio oznaczenia N;, Na; N,,, Nass 
Ni,y, Nau na niezmienniki poprzednio uważane. Mamy więc 
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Ni, v, sint F = M „sinz6, (68) 
Nix Naa r 
sin£f — sint’ (69) 


W przypadku ô= 0 wyrażenia (66) i (67) stają się nieskoń- 
czenie wielkie. W tym przypadku uważamy niezmiennik absolutny 


(70) 


N = =, 
U w? 
przyczem jak wiemy ô i w nie mogą się równocześnie równać 0. 

Wprowadzając oznaczenia N3, N3 ,, Nsw, mamy 


N,. v sint = N, a sinth., (71) 

Pomiędzy niezmiennikami M,, N,, N;, mamy związek 
N = NM. (72) 
Uważajmy teraz przypadek, gdy mamy A = ð = 0. Aby z wy- 


rażeń (49), (50) otrzymać niezmienniki absolutne uważamy wy- 
rażenia 


Wyrażenia te nie zmieniają się, jeżeli funkcję /(x, y) pomnożymy 
przez dowolną od zera odmienną liczbę k. Wprowadzając oznaczenia 


A = 
6 o” 


(73) m = (74) n = rę 


mamy więc, używając odpowiednio oznaczeń ži, My; i,e Fa, g; 
4 , 
Wy, ży Ma, ge 
ni, „ sin? O = n,, ,sin*, (75) 
na. „ sin?0” =, , sint. (76) 
Znaczenie geometryczne niezmienników z, i n, jest widoczne. 
Na kwadrat odległości obu prostych mamy wzór 


— a 
a= A bramka * 200 sint, 
(a? -+ 61 — 2a b cos b) 
a więc 
dł =— _ sint 9 = — = šintý 
Jt w asw 
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Mamy zatem 
dł = — ån, sint6 = — dn, sin?%. (77) 


6. Niezmienniki układów punktów i prostych. 


Niezmiennikiem n punktów P, i= 1, 2,...n nazywamy taką 
funkcję 
Fo, ri Tes V43-*-7, Ya) 


spółrzędnych tych punktów, która przekształcenien (5) układów 
spółrzędnych przechodzi w iloczyn tej samej funkcji obliczonej dla 
spółrzędnych punktów P, w nowym układzie r, y' 


(4, Vs; Tą. Ya; -Tar Ya) 
przez funkcję zależną tylko od spółczynników a, b; a,, by; a4, bz 
przekształcenia. Mamy więc 
fizy Yri eoo Lar Ya) = S (Xi: Y35 - -26 y;) - pla, b; ay, by; a;,b4). (78) 


Widoczna, że niema takiej funkcji jednego tylko punktu albo- 
wiem przez odpowiednie wprowadzenie układu spółrzędnych można 
dowolnemu punktowi P nadać dowolne a priori zadane spółrzędne. 
Niemożliwą jest rzeczą więc, aby równość 


F(t y) F0 
pociągała za sobą w każdym układzie spółrzędnych równość 


fax, y) = 0, 
jakby to być powinno. 
Wiemy dalej, że mamy 


(2, — 2,)* + 2(2, — 2) (yi — y4) 0086 + (yi — Y)? = (79) 
=(4 — 2) + 2e — 25) (4 — ya) coso- (yi — ya)”, 
a więc wyrażenie na odległość d dwóch punktów jest niezmienni- 


kiem, w skład którego wchodzi jednak prócz spółrzędnych obu 
punktów jeszcze kąt 0 pomiędzy osiami spółrzędnych. 


Mamy dalej równość , 
E y | zi pil dy a, A 
zy 1|=| aż yć 1 b, b, b (80) 
dy Y 1 x yz 1 001 
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mnożąc wiersze przez wiersze. a więc wyznacznik 


Ty y, | | 
W=| t, Y 
Tą Vz | 


(81) 


jest niezmiennikiem i mamy 
W’ =W(u,b, — a,b,). 


Wiemy zresztą z rozważań Rozdziału VII, że pole trójkąta T o wierz- 
chołkach P,, P,, Ps równa się 


P=4 W sinb. (82) 
A więc pole nie zmienia swej wartości przy przekształceniu układu 
spółrzędnych. 
Uważajmy teraz punkt P(x. y) i prostą l o równaniu 


Ar ++ By + ( =0. (83) 
Wprowadzając oznaczenia 

A' = Aa, + Bb,, 

B' = Aa; + Bh, (84) 

C' — Aa-4Bb 4 C 


mamy 


Ng -+ By +O c= dr + By + C. (50) 
Ze wzorów (84) otrzymujemy 


e A'by B'h 


hb — a4b, ” 
B= A'a, -+ B'a, j 
a, bi — as b, 
Mamy więc 
A? + B* — 2 AB cosb =, „2  [(4'b, — B'b,)? = 


(a, bą — a4b,)? 
+ (— A'a, + B'a) — 2(A'b, — B'h) (— A'a, + B'a,) cosb) = 


1 
= wz ękp e TP P4Beoć|. 


Otrzymujemy więc równość 


k’? = (a, b, — a,b,)* R°. (86) 
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Uważajmy teraz odległość d punktu P od prostej /, przyczem 
na tej prostej obieramy pewien dodatni kierunek o spółeczynnikach 
kierunkowych A, v. 


gdzie e jest jedna z liczb + 1. W przekształconym układzie spół- 
rzędnych «x, y mamy spółezynniki kierunkowe X, w. Mamy 
związki 

À = a, AS 4 aajt’, 

g =bk' -- bw’, 


a więc 

(aiba — agb) = ba à — Aath, 

(ab, — arb p = — hh Ta, 
Stąd otrzymujemy 

$ B 

(a, bę — ab, = — 6 rh 

s , A' 

(0, ba = a4b, |qx = E R' 
Ze wzoru (86) otrzymujemy 

R' = niaide — ash, lt, (87) 


gdzie ņ = + l zależnie od tego, czy a,b, — a,b, jest dodatnie czy 
też ujemne, tj. czy sinQ i sin’ mają te same znaki czy też znaki 
przeciwne. A więc 

B ` A' 
EN jp? ==" hy 


X = 


Na odległość d otrzymujemy w układzie z, y wzór 


d=z: SA DCC gii (88) 


a w układzie x”, y’ wzór 


r 3” r C’ 
dzy FTBYT 


a ©. sind” (89) 
U 
gdzie < =ey. A więc otrzymujemy 

d=t (90) 


jak być powinno, tj. odległość zdefiniowana według umów Roz- 
działu IV. nie zależy od obioru układu spółrzędnych, a wyrażenie 
na odległość jest niezmiennikiem. 


www.rcin.org.pl 


XIII. 


Klasyfikacja krzywych drugiego stopnia. 
1. Badanie równania drugiego stopnia w przypadku kiedy 
jeden ze spółczynników A, C jest od zera odmienny. 
Uważajmy znów ogólne równanie drugiego stopnia 
Aa? -|- 2Bæy -+ Cy? -+2 Dæ + 2ky-- F=0, (1) 
zakładając. że przynajmniej jeden ze spółezynników 4, Č jest od 
zera odmienny. 
Przypadek pierwszy: © + 0. 
Porządkując równanie (1) według potęg y napiszemy je w postaci 
Cyt +- 2(Ba + E)y + 4a: ++ 2 De + F=0. (2) 
Do każdego x należą dwie wartości y,, y, na y. Wyróżnik 
równania (2) drugiego stopnia na y jest 
d(x) = C(Ax*-+- 2 Da + F) — (Baz + E= òx? — 2x4 ò. (3) 
Jestto więc funkeja drugiego stopnia w © o spółczynnikach, które 
są minorami wyznacznika A. Wyróżnik d funkcji tej jest 


d= 58 — x? = CA (4) 
Trójmian d(£) można w przypadku Æ+ 0 napisać w postaci 

3 z CA 

J as 3 t 


Uważajmy równanie 
d(e) = 0 (5) 


„o niewiadomej z. Równanie to posiada zależnie od tego, czy wy- 
różnik CA jest dodatni, ujemny, czy równy zeru dwa pierwiastki 
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2%, X, urojone sprzężone, dwa pierwiastki rzeczywiste od siebie 
odmienne lub jeden pierwiastek podwójny. 
Odróżniamy następujące przypadki 


I... 0EE6% M. 20; 
I 6=E0. Odróżniamy trzy podprzypadki 
LOCA 0 2. GRSM s. CA=0. 


11 CA>0. Wyróżnik d(x) jest dodatni lub ujemny zależnie 
od tego czy $> 0 czy też ô< 0. 

1) 5>0. Do każdej wartości rzeczywistej na x należą dwie 
urojone sprzężone wartości na y 


Bx ARS E + 1Ę dla). (1) 


Zmaczy to, że na krzywej (1) nie leży żaden punkt rzeczywisty, 
gdyż dla żadnego rzeczywistego x niema rzeczywistego y. któreby 
spełniało równanie (1). Krzywe takie nazywamy krzywemi drugiego 
stopnia urojonemi. 

2) 8<0. Do każdego rzeczywistego x należą dwie od siebie 
odmienne rzeczywiste wartości na y, a więc na każdej prostej ró- 
wnoległej do osi y-ów leżą dwa od siebie odmienne punkty krzywej. 

2. CA <O. 

Wyróżnik d(x) obraca się w zero dla dwóch rzeczywistych 
od siebie odmiennych wartości na z, 2, i t,, x, < ty, dla których 
wzór (7) daje nam wartości 
Br, HE __ Bran -E 


yi sm — >” „ł yę = — © 


Odróżnimy znów dwa podprzypadki 
1) 5>0. 
Wyróżnik 
diz) = bjx — x) (r — 24) 
jest ujemny dla x spełniających nierówności 
EKES 


a dodatni dla x spełniających jednę z nierówności 


TE ty; TE > dą. 
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Dwie proste L, i L o równaniach 
= 5 WW Ż 2 


równoległe do osi y mają każda jeden i tylko jeden punkt wspólny 
z krzywą Dowolna prosta L równoległa do osi y i leżąca pomiędzy 
parą prostych L, i L, przecina krzywą w 2-ch punktach rzeczy- 
wistych od siebie odmiennych, a dowolna prosta L równoległa do 
osi yi leżąca zewnątrz pary prostych L, i L, nie przecina krzywej 
w żadnym punkcie rzeczywistym. Cała krzywa leży więc pomiędzy 
dwiema prostemi o równaniach x =% i x= x, i ma kształt po- 
dobny do kształtu elipsy. 
2)56<0. 
Wyróżnik d(x) jest teraz dodatni dla x spełniających nierówności 


Lı LE Ts, 
a ujemny dla x spełniających jednę z nierówności 
à 42 Ś g T > tą. 


Dwie proste Ł,, l, o równaniach 


równoległe do osr y-ów mają każda jeden i tylko jeden punkt 
wspólny z krzywą. Dowolna prosta L równoległa do osi y-ów 
i leżąca pomiędzy parą prostych Ł, i L, nie przecina krzywej 
w żadnym punkcie rzeczywistym, a dowolna prosta L równoległa 
do osi y-ów i leżąca zewnątrz pary prostych L, i L, przecina 
krzywą w dwóch punktach rzeczywistych od siebie odmiennych. 
Krzywa leży więc cała zewnątrz prostych L, i L i ma kształt 
podobny do kształtu hiperboli. 

3: CAŻU 

Teraz a(x) jest pełnym kwadratem, a równanie (1) przedsta- 


+t 


wia dwie proste przecinające się w punkcie o odeiętej x = 5” 


1) 6>0. Proste są urojone ze sobą sprzężone. 

2) <0. Proste są rzeczywiste od siebie odmienne. 

II 5=0. Wyróżnik d(x) równania (2) jest teraz funkcją 
pierwszego stopnia w z 


dix) = — 2x" x Li (8) 
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x” obraca się w zero równocześnie z A. Mamy więc dwa przy- 
padki do odróżnienia 


L A+0, 2 A=0. 


1. A-E0. Wzór (1) przyjmuje teraz postać 
y= BRE l Jżs=v. (9) 


Wyrażenie pod pierwiastkiem obraca się w zero dla jednej jedynej 
wartości na © 


R == gz” (10) 


Jest ono w przypadku x“ dodatniego dodatnie dla z > 9, a ujemne 
dla © < m, zaś w przypadku x” ujemnego ujemne dla x > 2, 
a dodatnie dla x < x. Na prostej równoległej do osi y o równaniu 


WIEŻ 


mamy jeden jedyny punkt krzywej. W przypadku x" >0 proste 
równoległe do osi y i odpowiadające odciętym « > x, przecinają 
krzywą w dwóch punktach rzeczywistych od siebie odmiennych 
a proste równoległe do osi y i odpowiadające odciętym © < s, prze- 
cinają krzywą w dwóch punktach urojonych . sprzężonych. Dla 
«'<0 rzeczy się mają naodwrót. Krzywa leży całkowicie z jednej 
strony prostej i ma kształt podobny do kształtu paraboli. 
2. A = 0. Mamy teraz 


dix) =% (11) 
Mamy teraz 
y=- =P. (12) 
Równanie (1) przedstawia dwie proste równoległe. Odróżniamy trzy 
podprzypadki 
1. 6*>0. 2 <A. 3. ò= 0. 
W pierwszym podprzypadku mamy dwie proste urojone sprzę- 
żone, w drugim dwie proste rzeczywiste od siebie odmienne a w trzecim 


prostą podwójną. 
Przypadek drugi: A =E0. 
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Równanie (1) napiszemy teraz w postaci 
Az? | 2(By -+ Dix- Cy + 2by-|- F =0, (13) 
i rozwiązując je względem x otrzymamy 


By+-D ly 
= — EE + (ZEN, (14) 


gdzie d'(y) jest wyróżnikiem równania (13). Mamy 


d'(y) = òy? — Żwy + ò”. (15) 
Możemy teraz powtórzyć zupełnie analogiczne rozważania do 
poprzednich. Mamy 
80 — «2 =AN. 
Należy tylko w rozumowaniach poprzednich zastąpić ò przez ò”, 
x” przez x, © przez d, oś w przez oś y'i naodwrót. Przypadek 
ten możemy oczywiście sprowadzić do przypadku poprzedniego, 
wprowadzając nowy układ spółrzędnych otrzymujący się z danego 
układu spółrzędnych przez przemianę osi spółrzędnych. 


2. Redukcja równania drugiego stopnia do postaci kanonicz- 
nych w przypadku kiedy jeden ze spółczynników A, C jest 
od zera odmienny. 


Rozważania poprzedniego ustępu posłużą nam do przedsta- 
wienia równania (1) krzywej drugiego stopnia w prostej postaci 
przez wprowadzenie odpowiedniego nowego układu spółrzędnych. 

Uważajmy przypadek pierwszy. Równanie (1) możemy na- 
pisać w postaci 


, Br+-5)j* , èj «yy, ». 
c|y+ a: | Falt- z) t= (16) 
Równania pierwszego stopnia 


Cy + Bæ -+ E= 0, 
aCESZY (17) 
8 
przedstawiają dwie linie proste rzeczywiste przecinające się. Obierzmy 
te linie proste jako nowe osie X i Y, obrawszy na każdej pewien 
kierunek dodatni, tak aby dodatni kierunek osi Y zawierał z do- 


datnim kierunkiem osi X kąt dodatni 6! < m. 
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Wyraźmy spółrzędne X, Y punktu P przez spółrzędne z, y 
tego punktu. Oznaczając przez pi q bezwzględne odległości punktu 
P od osi X, Y mamy wzory 


Cy F Br PE sin 0, 


psa% rar 7 7 
| [SES B? — 2 BC cos Ô (18) 


Fi AGa ea AF 
q=e'|a z) sing, 
gdzie e= + 1 i e = + l, a pierwiastek uważamy dodatni. Po- 
między odległościami p, q a spółrzędnymi X, Y mamy widocznie 
związki 


+ 
Fig. 17. 


TER 
~ sinb? 
ris -FP 
= sinb'” 
gdzie znów s=+ l, £=+1. Dochodzimy zatem do związków 
postaci 


(19) 


X=ifs—7), 
Y = m(Cy + Bz -+ E), 


(20) 
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gdzie / i m są dwie liczby, które nie zależą od położenia punktu 
P. W istocie widoczna, że iloczyny eg’ i e's nie zależą od położe- 
nia punktu P. 

Wzory (20) określają nam przekształcenie układu spółrzęd- 
nych m; y w układ spółrzędnych X, Y. Wstawiając nowe spół- 
rzędne w równanie (16) otrzymujemy równanie 


albo równanie 
-+ = 0; (21) 


Doprowadziliśmy zatem przez odpowiednie przekształcenie 
układu spółrzędnych równanie (1) w przypadku I. do postaci, 
w której mamy prócz wyrazu wolnego tylko kwadraty spółrzęd- 
nych. Przytem wyraz wolny jest od zera odmienny lub nie zależnie 
od tego, czy A #0 czy też A =0. Załóżmy nasamprzód A Æ 0. 
Wprowadzamy następujące wielkości 

a? = efl? cA E S Umie A. (22) 


gł 


w 


przyczem e, e” równają się + 1 i są tak obrane, aby a? i b? były 
dodatnie, zaś a i b są dodatnie pierwiastki z a? i b, 
Równanie (21) napisze się wówczas w postaci 
© d 

+ Z --1=0. (23) 
Czterem przypadkom poprzednim 1. 1), I. 2), 2. 1), 2. 2) odpowia- 
dają odpowiednio znaki s=--1, e =—--l; s= + l, e =—— l; 
e= 1, jS |; s=— 1, eE' =—-l. 

Widoczna dalej, że przypadki drugi i ezwarty różnią się tylko 
rolą osi X i Y, i że przemieniając osie te sprowadzamy te przy- 
padki jeden do drugiego. 

Wiemy dalej z rozważań Rozdziału poprzedniego, że wielkości 
51 å są niezmiennikami funkcji drugiego stopnia i że znak 8 
a w przypadku 5>>0 także i znak CA nie zmienia się ani przez 
przekształcenie układu spółrzędnych ani przez pomnożenie funkcji 
J/(x,y) przez dowolną liczbę od zera odmienną. A więc nie można 
przez żadne wprowadzenie nowego układu spółrzędnych lub przez 
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pomnożenie równania (1) przez pewną liczbę od zera odmienną 
przemienić w siebie następujących trzech przypadków 
e=4+41, S= -t t lM alliy aIl l, a Il, 


gdzie w trzecim przypadku znaki górne albo znaki dolne należy 
uważać jednocześnie. 

Możemy zatem powiedzieć, że w przypadku I. A + 0 możemy 
równanie (1) sprowadzić do jednej z trzech postaci kanonicznych 
następujących 


AŚ WIR 
L Gtp t=), 
P. ENR 2 ' 
I. — -E +1=0, 
ZĘ ;"XP 
Ir. — qi = © + 1=0. 


Z równań tych widać odrazu, co już poprzednio powiedzie- 
łiśmy, że w przypadku 1. 1) krzywa jest całkowicie urojona, w przy- 
padku 2. 1) ma kształt elipsy, a w przypadku 2. 2) ma kształt 
hiperboli. W przypadku 1. 2) ma więc krzywa również kształt 
hiperboli. 

Wiemy dalej, że w układzie prostokątnym równania I, II, III 
przedstawiają odpowiednio elipsę urojoną, elipsę rzeczywistą i hiper- 
bolę. Ale układ osi X, Y. w którym otrzymaliśmy równania I, II 
i III nie musi być układem prostokątnym. Wobee tego wprowa- 
dzimy nowe pojęcia krzywych kategorji elips urojonych. kategorji 
elips rzeczywistych 1 kategorji hiperbol, przedstawionych odpowiednio 
przez równania [, II i III, do których to trzech kategoryj należą 
odpowiednio elipsy urojone, elipsy rzeczywiste i hiperbole. 

Okażemy w dalszym ciągu wykładów, że krzywe I, II i III 
są zawsze odpowiednio elipsami urojonemi, elipsami rzeczy wistemi 
i hiperbolami, tj. że możua zawsze obrać taki układ spółrzędnych 
prostokątnych X', Y’, aby w tym układzie równanie (1) przybrało 
kształty odpowiednio I, II i IH. Przytem ponieważ w przypadku 
równania I. niema ani jednego punktu rzeczywistego spełniającego 
to równanie, należy w tym przypadku przez powiedzenie, że to 
równanie zawsze przedstawia elipsę urojoną rozumieć to, że można 
wprowadzić zamiast osi x, y nowe osie X”, Y’ prostokątne, tak aby 
wzorami na przekształcenie układu spółrzędnych s, y w układ 


<Geometrja analityczna na płaszczyznie. 18 
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spółrzędnych X”, Y’ w przypadku 5>0, CA>0 równanie (1) 
dało się sprowadzić do równania postaci I. 
Zwróćmy się teraz do przypadku I. 3. Teraz wprowadzając 


„wielkości 
j8 


=Ex, 


bt = m? (24) 


sprowadzamy równanie (21) do postaci 


at T (25) 


Otrzymujemy zatem zależnie od tego czy €e = + 1 czy też s= — 1 
dwie dalsze postacie kanoniczne równania (1) 
z, Fe 
Iv. i FH =), 
XS. E. 
W; = Wady =, 
odpowiadające przypadkom $>0 i 6<0 i przedstawiające jak 
wiemy dwie proste rzeczywiste przecinające się i dwie proste uro- 
jone sprzężone przecinające się. 

Nim przejdziemy do przypadku pierwszego II. è= 0 zaj- 
miemy się przypadkiem drugim I., tj. A+ 0, $-=0. Otrzymujemy 
te same kategorje krzywych drugiego stopnia, albowiem wystarczy 
zamienić osie v, y. 

Przejdźmy teraz do przypadku pierwszego II. 5 =0. W pod- 
przypadku 1. A40 wprowadzimy jako nowe osie X, Y spółrzęd- 
nych proste o równaniach 

Cy+Bx-++k=0 
ò’ (26) 
© — i = 0. 
A mianowicie obieramy na tych prostych kierunki dodatnie znów 
w ten sposób, aby kierunek dodatni osi Y zawierał z kierunkiem 
dodatnim osi X kąt dodatni © < z. Oznaczając znów przez p i q 
absolutne odległości punktu P od osi X i Y mamy 


3 Cy 4+ Bx ++ E 
JC? + B! — 2 BC cos 9 
gme (z — zyk sin b, 


sin 9, 


p 
(27) 
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gdzie e = + 1, e = + 1. Mamy dalej znów związki (19), a stąd 
otrzymujemy wzory przekształeenia 

> z 

2 (z =z) (28) 

Y = m(Cy + Bz + E), 
gdzie /, m są dwie stałe od zera odmienne. 
Równanie (1) ma teraz postać 
c|y z= Bz +- al ! 2w'z-3, =(), (29) 


© ry 


i © 


a więc w spółrzędnych X, Y napisze się w postaci 


yt Lt gi 


mt CI ZY 
albo w postaci 
; AZ RSL , 
y:— per X =0. (30) 


Wprowadzając wielkość p Æ 0 


x 


p = Im? (31) 


otrzymujemy równanie 
VI. Y:—23pX_=0. 

Równanie to przedstawia krzywą mającą kształt paraboli, 
a w szczególnym przypadku układu X, Y prostokątnego krzywa ta 
jest parabolą. Okażemy w dałszym ciągu wykładów, że ta krzywa 
jest zawsze parabolą, tj. że zawsze można obrać taki układ spół- 
rzędnych X’, Y’ prostokątny, w którym równanie (1) ma postać VI. 
równania paraboli. Dla krzywych obecnie rozważanych wprowa- 
dzimy nazwę kategorji parabol. 

W przypadku 2. A==0 postępując tak samo jak poprzednio 
wprowadzimy osie X, Y określone równaniami 


Cy + Ez K=0, Z 
s= 0, (32) 
tj. jako oś Y obieramy oś y. 
Mamy teraz wzory przekształcenia 
X = lz, 


Y = m(Cy 4 Bx + E), (33) 


18* 
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gdzie /, m są dwie stałe od zera odmienne. Równanie (1) przybiera 
w nowych spółrzędnych X, Y postać 


ATE. 


ere na AA 0, 
albo 
Y* -- 8'm: =0. (34) 
Wprowadzając wielkość nie ujemną k* 
kt = e? m?, (35) 


gdzie e = + 1, otrzymujemy zależnie od tego czy č œ>0, czy 
ò <0 czy też ò =0 trzy równania następujące 


VI. Y*--k+ =0, 
VIIL Y+—kt=0, 
IX. Y*=0, 


przedstawiające jak wiemy odpowiednio dwie proste równoległe 
urojone sprzężone, dwie proste równoległe rzeczywiste od siebie 
odmienne i prostą podwójną. 

W przypadku drugim II., tj. A 40, 5=0 otrzymujemy te 
same krzywe, które wprowadzając odpowiedni układ spółrzędnych 
możemy przedstawić w tych samych postaciach VI—IX. 


3. Badanie równania (1) w przypadku obu spółczynników 
A, C równych O. 


Równanie (1) ma teraz postać 
2Bzy-+2Dx -4+-2Ey 4+ F=0, (36) 
którą można też napisać 


2B(2 + 3) (v+ 3) M F=0. 


Mamy teraz 
0BD 


14=|BO04L|=—B*F-+-2BDE, 
DEF 
więc równanie (36) ma kształt 


2B(c+ b) (r+5|- =". 
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Mamy teraz 5< 0. Widoczna dalej, że przez wprowadzenie 
ocpowiedniego układu spółrzędnych, równanie (36) można prze- 
kształcić w równanie, w którem przynajmniej jeden ze spółczynni- 
kew przy 2? i yż jest od zera odmienny. A ponieważ wyznacznik ò 
i la tego przekształconego równania jest ujemny, więc widzimy, 
że równanie (36) przedstawia w przypadku A Æ 0 krzywe kategorji 
hiperbol, a w przypadku A=0 dwie proste rzeczywiste przecina- 


ja:e się. 


4. Redukcja równania (1) w przypadku obu spółczynników 
A, C równych O do postaci kanonicznych. 


Wprowadzamy teraz nowy układ spółrzędnych X, Y, obierając 
newe osie równoległe i równo skierowane do dawnych osi, o rów- 
neniach 


(37) 


(38) 


Rownanie (36) napisze się w nowym układzie spółrzędnych 
w postaci 


4 
2BXY — p, =0, 
lw 
XY —kA=0, (39) 


gczie k jest wielkość od zera odmienna. 

Z rozważań Rozdziału XI. o hiperbolach wiemy, że równanie 
to przedstawia w przypadku A Æ hiperbvlę odniesioną do asymptot 
jazo do osi spółrzędnych. W przypadku A=0 mamy oczywiście 
dwie proste rzeczywiste od siebie odmienne. A więc nie otrzymu- 
jemy teraz nowych krzywych drugiego stopnia, jak to widzieliśmy 
już w poprzednim ustępie. 
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Reasumując wyniki dotąd otrzymane widzimy, że dochodzimy 
do 9 kategoryj krzywych 2-go stopnia, przedstawionych równa- 
niami I-IX. Nie można przez żadne przekształcenie układu spół- 
rzędnych lub pomnożenie równania przez pewną liczbę od zera 
odmienną przeprowadzić jednego z tych równań w drugie, a więc 
kategorje te są od siebie odmienne, tj. żadna krzywa nie może 
równocześnie należeć do dwóch kategoryj. Charakteryzują się te 
kategorje wartościami wielkości 8, AA, CA, ð i 6”, a mianowicie 
znakami tych wielkości i tem czy te wielkości są od zera odmienne, 
czy też równe zeru. 
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ROZDZIAŁ XIV. 


Środki krzywych drugiego stopnia. 


1. Definicja środków krzywych drugiego stopnia. 


Uważajmy krzywą 2-go stopnia 


fœ y) =0 (1) 


i dowolny punkt P rzeczywist lub urojony o spółrzędnych a, b 
i poprowadźmy przez ten punkt dowolną prostą / rzeczywistą lub 
urojoną o równaniach parametrycznych 


z=qa+-rh, 
y=b--rh, 


gdzie à, u. są spółczynniki kierunkowe obranego na prostej doda- 
tniego kierunku. Otrzymamy punkty przecięcia prostej z krzywą 
wstawiając wyrażenia (2) na spółrzędne w równanie (1) 


f(a-Era, b--ru) =0 (3) 


i rozwiązując równanie według niewiadomej r. 
Równanie (3) ma postać rozwiniętą 


Ala + rh + 2B(a-r2)6-+ ra) OHH rg 
+ 2 D(a + r2) + 2E(b +- r) + F=0. 
Porządkując według potęg r, otrzymujemy równanie drugiego stopnia 
PęQ., 1) + 2rlaż + Bu) +a b) =0, 6) 
gdzie o(X, p) jest znane wyrażenie i gdzie mamy 


« = Aa + Bh<+- D, 
B= Ba 4 Cb E. 


(2) 


(6) 
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Każdej skończonej wartości na r będącej pierwiastkiem rów- 
nania (5) odpowiada punkt przecięcia prostej / z krzywą, położony 
w skończoności. A więc prosta (2) przecina krzywą w 2, 1, 0 
punktach, albo też eała prosta leży na krzywej drugiego stopnia. 

Wiemy z rozważań Rozdziału VIII. że funkcja (à, a) obraca 
się w zero dla dwóch i tylko dwóch par kierunków, przyczem 
przez parę kierunków rozumiemy kierunek pewien i kierunek jemu 
przeciwny. 

Dla wszystkich kierunków nie spełniających równania 


oÀ, p) =0 (7) 
równanie (5) jest stopnia drugiego. Oznaczmy przez r,, r, jego 
pierwiastki, którym odpowiadają punkty przecięcia 4, i 4;. Wa- 


runkiem koniecznym i wystarczającym, aby punkt P połowił odei- 
nek 4, 4, tj abyśmy mieli 


4,P = PA;, 8) 
albo 
Pa 54 
jest równość 
z+ Bu =0, (9) 


Środkiem (centre) krzywej drugiego stopnia nazywamy taki 
punkt, który połowi odcinek 4, 4, na każdej prostej } której spół- 
czynniki kierunkowe nie spełniają warunku (7). A więc warunek 
(9) jest spełniony dla tego punktu dla każdego układu wartości X, h 
nie spełniającego równania (7). Stąd wynika widocznie. że muszą 
zachodzić równości 

4=0), 3=0. (10) 


A więc warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby punkt P 
był środkiem krzywej 2-go stopnia jest, aby jego spółrzędne a, b 
spełniały dwa równania liniowe 

Aa + Bb + D=0, 


Ba 0b + E=0. (1) 


Uważajmy teraz kierunki, dla których zachodzi równanie (1). 
Wówczas, jeżeli zachodzi nierówność 


fa, b) E0 (12) 
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niema pierwiastku równania (5), a jeżeli zachodzi równość 


f(a, b) = 0, OPP 


równanie (5) jest spełnione dla wszystkich wartości na r. A więe 
możemy powiedzieć, że jeżeli punkt P jest środkiem krzywej dru- 
giego stopnia wówezas każdemu punktowi 4, przecięcia prostej 
przechodzącej przez P z krzywą odpowiada drugi punkt 4, syme- 
tryczny punktu A, względem środka P tj. leżący w tej samej odle- 
głości od P na prostej co punkt 4, ale z przeciwnej strony punktu P. 


2. Badanie środków krzywych drugiego stopnia. 


Warunek (13) jest warunkiem koniecznym i wystarczającym, 
aby środek krzywej drugiego stopnia leżał na tej krzywej Wów- 
czas każda prosta przechodząca przez środek, dla której nie za- 
chodzi warunek (7) ma tylko jeden punkt tj. środek wspólny 
z krzywą, a każda prosta spełniająca warunek (() ma wszystkie 
punkty wspólne z krzywą. 

Ale mamy, jak wiemy 


fla, b) = aa + 8b+ y, 
gdzie 
y = Da4 Eb +- F. 
Stąd wynika, że warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby 
środek C leżał na krzywej jest, aby jego spółrzędne a, b spełniały 
prócz równań (11) trzecie równanie liniowe 


Da + Eb -4 F=0. (14) 


Uważajmy nasamprzód równania (11). Do równań tych należy 
macierz M 


- (15) 


= |; B pl 


BCE) 


której minorami są 8, x”, x. Odróżnić musimy trzy przypadki: 


L EQ 
Krzywa 2-go stopnia posiada jeden jedyny środek Ć o spół- 
rzędnych ` i 


a=—; b=—. (16) 
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II. 6 =Q, ale nie oba minory x”, x' są równe O. 

Niema punktu w skończoności spełniającego równania (11), 
a więc niema środka. Równania (11) przedstawiają w spółrzędnych 
a, b dwie proste do siebie równoległe albo też jedno z tych równań 
przedstawia prostą w nieskończoności. 

JAN, PZA S O. 

Równania (11) mają nieskończenie wiele rozwiązań. Przedsta- 
wiają one tę samą prostą w skończoności, albo, też jedno z tych 
równań jest identycznie zero Srodki C leżą na linii prostej c przed- 
stawionej przez to z obu równań (11), którego spółczynniki przy 
a, b nie są oba równe 0. Każdy punkt prostej c jest środkiem. 
Prosta ta w skończoności położona nazywa się prostą środków krzy- 
wej drugiego stopnia. 

Krzywe trzech kategoryj poprzednich nazywamy odpowiednio 
krzywymi ze środkiem, bez środka, z prosta środków. Krzywe pierw- 
szej kategorji są to, jak to wynika z rozważań poprzedniego Roz- 
działu krzywe kategoryj elips i hiperbol i dwie proste równoległe. 
Krzywe kategorji drugiej są to krzywe kategorji parabol. Nareszcie 
krzywe kategorji trzeciej są to dwie proste do siebie równoległe. 
W tym przypadku pisząc funkcję /(a, b) w postaci 


/ (a, b) =:(ar +4- by +e,)(axr -+ by +- cą) (17) 
napiszemy równania (11) w postaci 


za[aa + bb 4- Ł(c, + c.)] =0, 


p | (18) 
sb|aa -- bb -+ 4 (6; ++ Cz)] = 0, 
a więc równanie prostej środków w postaci 
aa +- bó +- 4 (c, + ©;) =0. (19) 


Jesttosoczywiście prosta równoległa do obu prostych danych i równo 
od nich oddalona. W istocie obierzmy na tych trzech prostych ten 
sam kierunek określony spółczynnikami kierunkowymi. 


eb 


Ah =— (Z e = 
Ja: 4 be — Zab cos 6 


s > (20) 


ea 
= 


Ja: + h? — 2a b cos 8 


www.rcin.org.pl 


283 


Odległości początku O układu spółrzędnych od prostych 2,, lz, c 
liczone, jako dodatnie w kierunku zawierającym kąt Aa z kie- 


runkiem (30) są 
da == s sin b (21) 


gdzie 


n = -~ 
r = at 5: — 2abcosb, 


iah + dy 


a więc mamy 


Zwróćmy się teraz do równania (14). Aby istniał układ liczb 
a, b spełniający trzy równania (11), (14), potrzeba, aby zachodziła 
równość 


A=0 (23) 


a więc, by krzywa 2-go stopnia rozpadała się na dwie proste. Mamy 
więc następujące rezultaty w trzech poprzednich przypadkach: 

I. Istnieje jeden jedyny środek na krzywej 2-go stopnia, któ- 
rym jest punkt przecięcia obu prostych o spółrzędnych (16), 

II. Przypadek ten zachodzić nie może, albowiem z równości 


Sò— x= CA,  B8—wi=AA 


wynika, że dla = A =0 mamy x” =x =0: 

II. Aby istniał przynajmniej jeden środek potrzeba teraz 
i wystarcza, aby wszystkie minory 2-go stopnia wyznacznika Á, 
równały się zeru. Równanie (1) przedstawia wówczas prostą po- 
dwójną a prostą (19) środków zlewa się z tą prostą podwójną. 
Jest to geometrycznie oczywiste, że każdy punkt prostej podwójnej 
jest środkiem, 


3. Redukcja równania krzywej drugiego stopnia do środka 
jako początku nowego układu spółrzędnych. 


W przypadkach, gdy mamy przynajmniej jeden środek krzy- 
wej 2-go stopnia, możemy wprowadzić nowy układ współrzędnych, 
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obierając nowy początek O” w jednym ze środków. Przytem obie- 
rzemy nowe osie x, y równoległe i równo skierowane z osiami %, y. 
Mamy następujące wzory przekształceń układów spółrzędnych 


z=a-—-r, y=b-y. (24) 
Wstawiając w równanie (1) otrzymujemy 
A(a r): + 2B(a-+-2)(6 +9) + CO Hy’) + 2D(a + 2) H 
+ k(b + y') + F=0, 
a stąd widocznie równanie 
Ar? 42 Bry + Cyt -b f(a, b) =0, (25) 


w którem niema wyrazów pierwszego stopnia w x, y’. 
W przypadku I. możemy równanie (25) napisać jeszcze w innej 
postaci. Mamy teraz 


«" p" _p_A 
f(a,bb=y=DZ +E i= z” 
a więc napiszemy równanie w postaci 
A 5 
pey) + z=0. (26) 


W przypadku III. obieramy jako nowy początek układu do- 
wolny punkt na prostej środków. Teraz mamy 


y =Da+- Eb + F=} e(a + a)aa +54 F= 


=j latat 
Jeżeli a+ 0 mamy 
p’ 
IC + cz)? = e A ? 
a jeżeli b4 0 
2 
4(5 + cz)? ne T r 


A więc mamy 


m Di yi 

= F—q=g 
ET o T., 

EA T. 
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Równanie (25) napisze się więc w jednej z postaci następujących 


fax by)! + =0, (27) 


= 
G 


(ax +byy + =o. (28) 


Ćwiczenia. 


1. Znaleźć miejsce geometryczne środków krzywych 2-go stopnia 
x? — k(1 — k)zy +- k?y? — ak? y = 0, (1) 


gdzie k jest zmienny parametr. 
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ROZDZIAŁ XV. 


Kierunki asymptotyczne i asymbptoty krzywych 
drugiego stopnia. 


1. Definicja kierunków asymptotycznych i asymptot krzywych 
drugiego stopnia. 


Uważajmy znów krzywą drugiego stopnia 


J(a,y) =0 (1) 
i prostą / o równaniach 
c=a--rh, 
2 
g =b-|-rh © 


przechodzącą przez punkt P(a, b). Uważajmy równanie drugiego 
stopnia na r 


rż9(), p) -F Zr(ah + Bu) |-J/(a, b) = 0 (3) 


dające nam punkty przecięcia prostej / z krzywą. 

Jeżeli spółczynnik przy r? równa się zeru, równanie (3) za- 
leżnie od wartości spółczynnika przy r i wyrazu wolnego jest rów- 
naniem stopnia pierwszego, stopnia zero, lub jest identycznie równe 
zeru. Kierunki, których spółczynniki spełniają równanie 


pA, 1) =0 (4) 


nazywają się kierunkami asympiotycznymi (directions asymptotiques) 
krzywej (1). A więc prosta / mająca kierunek asymptotyczny ałbo 
przecina krzywą w jednym punkcie, albo niema żadnego punktu 
wspólnego z krzywą drugiego stopnia, albo wreszcie całkowicie 
leży na tej krzywej. Przytem zakładamy, że kierunki asympto- 
tyczne nie są minimalne, gdyż w tym przypadku nie można przed- 
stawić prostej / równaniami parametrycznymi (2). 


www.rcin.org.pl 


287 


Proste mające kierunek asymptotyczny i nie przecinające 
wcale krzywej drugiego stopnia, albo też leżące całkowicie na tej 
krzywej nazywają się asymptotami (asymptotes) krzywej drugiego 
stopnia. 

Warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby prosta mająca 
kierunek asymptotyczny była asymptotą krzywej drugiego stopnia, 
jest więc aby na prostej tej leżał przynajmniej jeden punkt, dla 
którego zachodzi równość 

ah -+ Bu =0. (5) 

Zwróćmy się teraz do wykluczonego przypadku kierunków 
asymptotycznych minimalnych. Mamy więc następującą postać funkcji 
f(z, y) 

(z— a: + 2(5— a)(y — b) cos 9+ (y — b)! +k =0, (6) 
gdzie a, b są spółrzędne środka koła, które teraz przedstawia rów- 
nanie (1) Uważajmy dowolną prostą minimalną / i napiszmy jej 
równanie w postaci 


c —a-- (y — b) (eos 8 -|- eż sin 0) -+ m =0. (1) 
Punkty przecięcia prostej minimalnej i koła otrzymujemy z rów- 
nania (7) i z równania 
— m|(x — a) -- (y — b) (cos 8 — eż sin 8)| + k = 0. (8) 
Z równań (7) i (8) otrzymujemy jeden jedyny punkt przecięcia, 
gdyż wyznacznik przy niewiadomych 2, y równa się 
Zmeż sin b. 


Wyjątek zachodzi tylko w przypadku m= 0, w którym to przy- 
padku dla k==Q prosta minimalna (7) przechodząca przez środek 
koła i koło (6) pazecinają się tylko w nieskończoności. Spółrzędne 
jednorodne punktu w nieskończoności na prostej minimalnej (7) są 


xı = — k(cos 0 -- ei sin 0), AA EU (9) 


gdzie k jest dowolna liczba od zera odmienna. Mamy więć w nie- 
skończoności dwa punkty odpowiadające & = + 1 i e= — 1 wspólne 
wszystkim krzywym drugiego stopnia o kierunkach asymptotycz- 
nych minimalnych tj. kołom. Są to punkty cykliczne (points cycliques) 
w nieskończoności. 
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2. Badanie kierunków asymptotycznych krzywych drugiego 
stopnia. 

Odróżniamy 3 przypadki: 

JĘ G >> 

Rozkładamy g(A, œ) na iloczyn dwóch czynników pierwszego 
stopnia 

(A, p) =e(a,A F- bi p) (02A + b2 p), (10) 

gdzie e = + 1 zależnie od znaku A i C; a} = a, i są rzeczywiste, 
zaś b, i b, są urojone sprzężone. Otrzymujemy zatem dwa układy 
wartości na A, p 


l = — 5, 
a1) 


pa 4 


gdzie 
i = Ja: -H bi — 3a, b, cos 9, rę = Jai + 5 — 2a,b, cos Ü, 


& = + 1, ę = + 1. Otrzymujemy więc dwie pary kierunków tak, 
że spółczynniki kierunkowe każdej pary różnią się tylko znakiem 
pierwiastka i że spółczynniki kierunkowe jednej pary są sprzężone 
ze spółczynnikami drugiej. Dla skrócenia wprowadzimy nazwę kie- 
runku asymptotycznego dla oznaczenia pary kierunków sobie prze- 
ciwnych. Otrzymujemy zatem dwa kierunki asymptotyczne urojone 
ze sobą sprzężone. 

W wyjątkowym przypadku kierunków asymptotycznych mi- 
nimalnych mamy na spółczynniki kierunkowe wzory 


A = — kb, Hy = ka, (13) 
Ào = — kbo, | U4 = kaa, (14) 
gdzie k,, ką są dowolne dwie liczby od zera odmienne. 
IL è< 0. 
Rozkładamy znów (à, v) na iloczyn wzorem (10). Teraz 


czynniki prawostronne są rzeczywiste od siebie odmienne. Otrzy- 
mujemy dwa kierunki asymptotyczne rzeczywiste od siebie odmienne 
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TIE 8=.0. 
Napiszemy g(A, p) w postaci 


0, p) =<(ah +p). (15) 


Otrzymujemy jeden kierunek asymptotyczny rzeczywisty 


7 
sq, |=78, (16) 
: 


gdzie ņ\ = + 1, i 


T= Vapi — 3abe0s 6. 


Jeżeli równanie (1) przedstawia dwie linie proste, natenczas kie- 
runki asymptotyczne są to kierunki tych prostych. 

Uważajmy teraz dowolną prostą przechodzącą » przez dowolny 
punkt P(a, b), nie mającą kierunku asymptotycznego. Prosta ta 
przecina krzywą w dwóch punktach P,, P, odpowiadających pier- 
wiastkom r,, 7, równania (3). Na pierwiastki te mamy wzór 

yy s = — i > a VnF eu —/(a, b) o(2, w). (17) 
Niechaj às: $o będą spółczynniki kierunkowe pewnego kierunku 
asymptotycznego nie minimalnego. Uważajmy nieskończony ciąg 
prostych przechodzących przez punkt P tak obranych, że kierunki 
tych prostych zmierzają do tego danego kierunku asymptotycznego. 
A więc wyrażenie «à -}-ßu dla tego ciągu prostych zmierza do 
granicy «A, + Bpo. Załóżmy 


xio += Bity złe 0. (18) 


Uważajmy wzór (17). Wyrażenie pod pierwiastkiem w tym 
wzorze zmierza do wartości 
(a hg -- EAR 
Mamy więc dwa nieskończone ciągi wartości pierwiastka, z których 


jeden zmierza do granicy 
y ; Xho |- Bity: 
a drugi do granicy 
s — (ah, -|- Eo). 
Dwom tym ciągom odpowiadają dwa nieskończone ciągi wartości 
na r. Ciąg wartości odpowiadających drugiej granicy pierwiastka 


Gtomotcja analityczna na płaszczyźnie. 19 
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jest tego rodzaju, że wartości bezwzględne r | tego ciągu rosną 
nieograniczenie, 

Dwom nieskończonym ciągom na r odpowiadają dwa nieskoń- 
czone ciągi punktów na krzywej. I)rugiemu ciągowi wartości na r 
odpowiada ciąg punktów, których odległości od początku układu 
spółrzędnych rosną nieograniczenie, a więc, które oddalają się w nie- 
skończoność. Pierwszemu ciągowi wartości pierwiastka odpowiada 
ciąg wartości na r dążący do oznaczonej skończonej wartości. 
W istocie możemy napisać 


gÀ -+ Bu ffia, b) 90, u) 
r= LEa y EET | oe a || 
pf. u) | (zà -4+ p)? 


Oznaczmy wyrażenie 
$ 


fla, b) PIA u.) 
(za + Bu)? 
przez c(A, v). Mamy 
1 — |1— 0. p) i 


Tå +1 alh, A) 
a więc-możemy napisać 

— f a, bi 1 

so aithe 14-11 Eo u) 


Jeżeli A, p dążą do wartości žo, ug, natenczas jedna z wartości 
pierwiastka z 
l — cià, p) 
dąży do + 1, a druga do — 1. A więc jedna z wartości na r dąży 
do granicy 
: 2 (ah -+ Po) 
l Fab) 
i widocznie, że ciąg wartości na r dążący do tej granicy jest iden- 
tyczny z pierwszym ciągiem wartości na r uważanym poprzednio. 
Ciągowi temu wartości na r odpowiada ciąg punktów przecięcia 
prostych z krzywą, dążący do oznaczonego punktu położonego 
w skończoności. 
Załóżmy teraz, że mamy 


zho + Bio =0. (18) 


Okażemy, że jeżeli zachodzi nierówność 
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fla, b) 0, (20) 


natenczas wartości bezwzględne obu ciągów poprzednio rozważanych 
na r rosną nieograniczenie, a więc oba punkty przecięcia prostych 
z krzywą oddalają się w nieskończoność. W istocie mamy teraz 


s fa, b) 
17. F 7 : 
(4 p) 
1 1 4 ah -+ Bu 
— =—3———-, 
m ży Tą Jla, b) 


Z pierwszego wzoru wynika, że wartość bezwzględna 7,74) iloczynu 
pierwiastków dąży. do nieskończoności, a z drugiego wzoru wynika, 
że niemożliwą jest rzeczą, aby wartość bezwzględna jednego z dwóch 
pierwiastków r,, rę była większa od dowolnie wielkiej liczby M, 
a druga była równocześnie mniejsza od pewnej stałej liczby K, 
niezależnej od liczby M. A więc oba pierwiastki 7,, rę rosną nie- 
ograniczenie eo do wartości bezwzględnej. 
Jeżeli zachodzi równość 


f(a, b) = 0, (21) 


natenczas równanie (3) jest podzielne przez r, a więc jeden punkt 
przecięcia prostej / z krzywą schodzi się stale z punktem P. 


3. Badanie asymptot krzywych drugiego stopnia. 


Przedewszystkiem wynika z warunku (5), że każda prosta 
przechodząca przez środek Ć krzywej (1) i mająca kierunek asymp- 
totyczny jest asymptotą. W istocie obrawszy jako punkt P(a, b) 
środek C (albo jeden ze środków) mamy 


GU = O, 


Uważajmy asymptotę krzywej drugiego stopnia o równaniach 
(2). Spółrzędne a, b punktu P obranego na asymptocie można wy- 
razić przez spółrzędne dowolnego punktu Q(z, y) i przez parametr 
r w postaci 
a=1— rÀ, b= y — ru.. 


Wstawiając te wyrażenia na a, b w warunek (5) otrzymujemy 


|4(x — r)  Bly — ru) ++ D] A +| B(z — r23)-+ C(y — rp) -+ E|=0. 
19* 
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Uwzględniając warunek (4) otrzymujemy równanie 


(Ac + By + D) à + (Bz -+ Cy + E)p =0. (22) 


Równanie to jest albo identycznie spełnione przez wszystkie punkty 
Q(x, y) płaszczyzny, eo zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy warunek 
(5) jest spełniony przez wszystkie punkty P(a, b) płaszczyzny, albo 
też jest to równanie asymptoty. Do tego samego rezultatu można też 
dojść, rozważając, że każdy punkt asymptoty można obrać jako 
punkt P(a, b), a więc warunek (5) jest spełniony dla każdego punktu 
asymptoty, jeżeli w nim a, b zastąpimy przez spółrzędne 2, y punktu 
bieżącego asymptoty. 
Równanie (22) napiszemy w postaci 


(AX + Byjz -|- (BX+ Op)y + DA + Ep =0. (23) 


Równanie to przedstawia oznaczoną prostą w skończoności wtedy 
i tylko wtedy jeżeli nie oba spółezynniki A% 4 Bu i Bà- Cy 
są równocześnie równe 0. Zachodzi to z pewnością jeżeli ò Æ 0. 
A więc równania (22) i (23) są w przypadku 8=-0 równaniami 
asymptot, jeżeli A, p spełniają warunek (4) Widzimy, że każda 
asymptota przechodzi przez środek krzywej drugiego stopnia. Otrzy- 
mujemy więc dwie i tylko dwie asymptoty urojone sprzężone w przy- 
padku ò > 0, rzeczywiste w przypadku ò <0. 
W przypadku = 0 mamy 


AX +- Bu =ca(a2 bu), 
Ba + Ch =eb(aX +-by), 
a więc 


ad -+ Bu ze(aA |-bu.)(aa +- bó) |- Dr- Ep. 


Jeżeli więc A, w są spółezynniki kierunkowe (16) kierunku asymp- 
totycznego, mamy 


2 + Bp = DA + Ep =— 1. (D6— Ea). 
r 
Ale mamy jak wiemy 
(Db — Ka)? = —eA. 
A więc w przypadku A-=0 niema punktu P(a,b) na płaszczyźnie, 
dla którego zachodzi równość (5) jeżeli w tej równości à, p są 
spółczynnikami kierunku asymptotycznego. A więc w tym przy- 
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padku niema asymptoty krzywej drugiego stopnia. Jeżeli zaś za- 
chodzi przypadek A= 0, natenczas aa -|-Bu równa się zeru dla 
każdego punktu P(a, b). Znaczy to, że każda prosta na płaszczyźnie 
posiadająca kierunek asymptotyczny jest asymptotą krzywej dru- 
giego stopnią. 

Równanie (23) przyjmuje w przypadku ò= 0 postać 


DX + Ep =0. (24) 


A więc w przypadku A 4 0 przedstawia ono prostą w nieskończo- 
ności, a w przypadku A = 0 jest identycznie zero. 

Jeżeli istnieje taki punkt P(a, b) na krzywej drugiego stopnia, 
że spełnione są równocześnie równości (4), (5) i (21), w których 
X,u są spółczynniki kierunkowe pewnego kierunku asymptotycz- 
nego, natenczas jak wiemy asymptota leży na krzywej drugiego 
stopnia. Zachodzić to więc może tylko w przypadku A = 0. Jeżeli 
mamy ôÆ 0 obieramy jako punkt P(a, b) środek, tj. punkt prze- 
cięcia obu prostych przedstawionych równaniem (1). Widzimy, że 
każda z obu prostych przedstawionych równaniem (1) jest asymp- 
totą krzywej. Możemy jako punkt P(a, b) obrać też dowolny punkt 
krzywej, Mamy teraz 


J (e, y) = e(a x -+ by + ci) (232 > byy + 0). (25) 
Obierzmy P(a, b) na prostej 
ars + biy + c =0. (26) 


Mamy teraz 
z =; [aia + bib + 4) as + (uga + bb -+ cz)a,], 
B= 5 laa + bib + ,)B, + (aa + bb + obj, 


a więc 
ah + Bp = 5 (aa + byb He) (a X + bp. 


Jeżeli więc À, u jest kierunek asymptotyczny prostej (26) natenczas 
równość (5) jest spełniona i prosta (26) jest asymptotą przechodzącą 
przez P(a, b). 

W przypadku ò= 0 możemy P(a, b) obrać dowolnie, a więc 
obierając P dowolnie na jednej z prostych przedstawionych rów- 
naniem (1) widzimy znów, że każda z tych prostych jest asymptotą. 
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Jako przykład obeenie rczważanej teorji uważajmy hiperbolę 
w układzie spółrzędnych prostokątnym o równaniu 


gł yt uł 
aż ba" F=0 (24) 
Mamy teraz 
- j pt 
p(A p) = a? | ht p 


Środkiem jest początek układu, a asymptoty mają równania 


À Ban 
ZE WNT 
a więc 


z ABT 9 
zt g=0. (28) 


Dochodzimy zatem oczywiście do tych samych dwóch pro- 
stych, do których doszliśmy w Rozdziale XI, w którym już była 
podana definicja asymptot hiperboli. 


4. Redukcja równania drugiego stopnia przy pomocy kierun- 
ków asymptotycznych i asymptot w przypadku ò z= 0. 


Obierzmy nowy układ spółrzędnych z’, y’. obierając jako nową 
oś x” jednę z asymptot krzywej drugiego stopnia, a jako oś y' do- 
wolną prostą nie równoległą do tej asymptoty. Jeżeli osią æ jest 
asymptota posiadająca kierunek X,, v}, natenczas w nowym układzie 
spółrzędnych mamy następujące wartości spółczynników 


A= p(h, Ha) = 0, / 
NZ -+ Bum =0. l 


29) 
Druga równość pochodzi oczywiście stąd, że nowy początek O' 
o spółrzędnych a, b leży na asymptocie, którą jest oś x. Mamy 

więc równanie 
2B'xr'y + Cy? -2E y + E =0. (30) 
Załóżmy, że kierunek a,ů, bę osi y' nie jest asymptotyczny, 

a więc, że 

O =g(a, 04) <F0. (31) 


Równanie daje na y’ dwie wartości 
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s B'r +-K' A ba "| "FP (82) 


c (Br EE" 
Przytem B” #0, albowiem minor (0) 
(ŻY =4'0' — Bt = — B* 


jest od zera odmienny. 

Jeżeli mamy & > 0, natenczas oś %' jest prostą urojoną, a je- 
żeli ò< 0 prostą rzeczywistą. Nadajmy spółrzędnej x' ciąg nieskoń- 
czony wartości rzeczywistych rosnących nieograniczenie. Wyrażenie 
figurujące we wzorze (32) pod pierwiastkiem dąży do graniey 1. 
A więc jedna wartość pierwiastka z tego wyrażenia dąży do gra- 
nicy -|-1, a druga do granicy — 1. Nieskończonemu ciągowi war- 
tości na z’ odpowiadąją dwa nieszończone ciągi wartości na y' 
zależnie od znaku pierwiastka. 

Pisząc y' w postaci 


SE że sk=4| (p) ONA i 
aS |: Br+ Et 


widzimy, że wartości — 1 granicy pierwiastka odpowiada ciąg war- 
tości na y’, których wartości bezwzględne rosną nieograniczenie. 
Wartości + 1 pierwiastka odpowiada ciąg wartości na y’ dążący 
do zera, albowiem mamy 

1.73 

y= gr: 


Tosamo zachodzi, gdy nadamy z’ ciąg wartości malejący nieogra- 
niczenie. 

W przypadku F'"=0, tj. gdy początek O' leży na krzywej 
drugiego stopnia, eo zachodzi tylko w przypadku A = 0, jedna 
z wartości na y' równa się stale 0. 

Dochodzimy zatem do następującego rezultatu: Do każdej 
wartości na «' należą w przypadku C'=E0, tj. gdy kierunek osi 
y’ mie jest asymptotyczny dwie wartości na y’. Jeżeli wartość bez- 
względna x' rośnie nieograniczenie, natenczas wartość bezwzględna 
rzędnej jednego punktu na krzywej rośnie nieograniczenie, a war- 
tość bezwzględna rzędnej drugiego punktu dąży do zera. 

Obierzmy teraz osie spółrzędnych «', y' w ten sposób, że obie 
osie są asymptotami krzywej. Mamy więc 
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A = glàn p) = 0, 

C" = ghs; tte) = 0, ' 
D = a% Bi =0, (33) 
E' = ah +H bu =0. 


Otrzymujemy zatem następujące równanie krzywej drugiego stopnia 
2? B'z'y' + F= 0. (84) 


Osie spółrzędnych x, y' są rzeczywiste w przypadku ò< 0, a uro- 
jone sprzężone w przypadku ò> 0. Z tem równaniem mieliśmy 
już do czynienia w Rozdziale XIII. i widzieliśmy, że jeżeli osie 
x, y są rzeczywiste daje się przez odpowiednie przekształcenie 
układu spółrzędnych sprowadzić do równania hiperboli, przyczem 
nowe osie są to dwusieczne osi z’, y’, a więc rzeczywiste i prosto- 
kątne. A więc w przypadku ò< O równanie (34) przedstawia zawsze 
hiperbolę. Spółczynnik B' 


B= pàr Hai ką, H) 


jest zawsze rzeczywisty, ponieważ X,, p, są urojone sprzężone Z Xy, Vig 
w przypadku A> 0, a mamy 


PO: Hai 21: 1x) = Pu: yi Xa: 13) 


tj. liczba B' równa się liczbie urojonej sprzężonej z nią samą. 


Mamy dalej 
: sin? 9’ 
Y=A'C'-B*=— z 
A B sin? b, ? 
sin? 6” (ab, — a45,)* _ 48 
sinż8 rr "MM 
zatem otrzymujemy 
g2 
--„ WED = 
B 45: ? 
B = 2eg - (355) 


gdzie e = + 1, zaś (Q jest dodatni pierwiastek z Q?, Wyjątek sta- 

nowi przypadek © == 0, tj. przypadek kół i prostych minimalnych, 

w którym to przypadku asymptotami są proste minimalne i zamiast 

wzorów (4), (12), na spółczynniki kierunkowe mamy wzory (13), (14). 
Spółezynnik F" otrzymamy ze wzoru 
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sin? ĝ' 


A —— sin? 8 å, 
gdzie 
0B'0 
A =| B 00|=—B*v. 
00o F 
Mamy więc 
F' = à - (36) 
8 
Równanie (34) napisze się zatem w postaci 
AQ go 
Ty'-- sagi = 0. (37) 


5. Redukcja równania drugiego stopnia przy pomocy kie- 
runków asymptotycznych i asymptot w przypadku ò = Q. 


Obieramy teraz jako oś x’ dowolną prostą mającą kierunek 
asymptotyczny, a jako oś y dowolną prostą przecinającą tę prostą. 
Możemy przytem obie proste obrać rzeczywiste. W przypadku A = 0 
pierwsza prosta jest asymptotą krzywej. Spółczynniki kierunkowe 


G, b, kierunku asymptotycznego dane są wzorami (16). Mamy teraz 
= |= z 

AP A M (88) 

B' =s(aa, -+ bb.) (aa, +- bbh) =0. 


Otrzymujemy zatem równanie 


Cyt- D'r +2E'y'+-F'=0. (39) 


1t 


Wprowadzamy nowe osie rzeczywiste z”, y 
skierowane z osiami z, y’ wzorami 


równoległe i równo 


z == z 
"PU T 40 
YtqG=V r 
i otrzymujemy równanie 
We 
C'y"+-2D'2" + F'— ET =0. (41) 


Załóżmy D' + 0. Wprowadzamy jeszcze raz nowe osie z”,y'” rze- 
czywiste równoległe i równo skierowane z osiami x”, y“ wzorami 
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szy 
„ C” FE <w (42) 
wege PD c” = T 
i otrzymujemy równanie 
OR iiin P =0. (43) 


Teraz mamy A + 0, albowiem dla kierunku asymptotycznego ay, dy 
mamy 
D'— «a, 40%, = Da + Sł, = — 2(D6— Bo). 
r 
W przypadku A = 0 mamy równanie 


(ò 


C'y'-- 2 =ó (44) 


gdzie (8') jest to minor ò w wyznaczniku A. 

Z równaniami (43) i (44) mieliśmy już do czynienia w Roz- 
dziale XIII. Równanie (43) przedstawia krzywe rodzaju parabol, 
przyczem początek układu leży na krzywej, a kierunek osi a” jest 
asymptotyczny. Równanie (44) przedstawia dwie proste równoległe. 
Zależnie od tego czy A Æ 0, czy też CÆ+ 0 możemy zastąpić wyraz 
wolny przez 
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ROZDZIAŁ XVI. 


Kierunki ze sobą sprzężone i średnice krzywych 
drugiego stopnia. Styczne krzywych drugiego 
stopnia. 

1. Definicja i badanie kierunków ze sobą sprzężonych i śre- 
dnic krzywych drugiego stopnia. 


Uważajmy znów równanie krzywej drugiego stopnia 


fæ, y)=0 ń (1) 


i równanie prostej l 
© =a-+-rA, y =b -+ rp, (2) 


przechodzącej przez punkt P(a,b) i przecinającej krzywą w punk- 
tach określonych równaniem na r 


r gO, u) + 2r(aà -- Bu) +a, b) = 0. (3) 


Jeżeli prosta l na kierunek nieasymptotyczny, natenczas przecina 
krzywą w dwóch punktach P,, P4. Wartości r, i rę na r odpo- 
wiadające tym punktom spełniają związek 


| o RON ERE 
rydery==—2 50. 1) (4) 


Warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby punkt P po- 
łowił odcinek P,P,, jest równość 


zh +ph=0. (5) 
Otrzymujemy więc związek 
(Aa -+ Bb-|- D) -+ (Ba + Ch +- En =0. (6) 


www.rcin.org.pl 


300 


Do każdego kierunku nieasymptotycznego A, w należy zatem 
równanie (6) spełnione przez spółrzędne a, b punktów F połowią- 
cych odcinki P, P,, jakie na prostych / mających uważany kieru- 
nek wycina krzywa drugiego stopnia i tylko przez spółrzędne tych 
punktów. . 

Równanie (6) jest równaniem pierwszego stopnia i możemy 
je napisać w postaci 


(AX -+ Bp)s + (BA + Cyjy + DA+ En =0. () 


"W przypadku, gdy to równanie przedstawia oznaczoną prostą w skoń- 
czoności, nazywa się ona średnicą (diametre) krzywej drugiego sto- 
pnia należącą do kierunku A, p. 

Odróżnimy dwa przypadki I. è= 0, II. = 0. 

I. 5-E0. Ponieważ nie mogą zachodzić równocześnie równości 


Aà + Bu =0, BX +- Cu =0, (8) 
przeto do każdego kierunku należy zupełnie oznaczona średnica s, 
przechodząca przez środek C krzywej drugiego stopnia. 
Wyznaczmy jej spółczynniki kierunkowe A, w. Mamy 
A =— k(BA GE Cu), "Qy 
u =k(4X + Bu), A 
gdzie k jest pewien czynnik od zera odmienny. Czynnik ten wy- 
znaczamy z warunku 


X?--AaA'u cosb -+ u? =]. (10) 
staje się on więc nieoznaczonym wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi 
związek 

(44 + Bp) + (Bà + Cp)? — 2(4X + Bu.) (BX + 11) 
-- Cy.) cos 6 = 0, ( 
a więc gdy kierunek X, w jest minimalny. 
Związek ten możemy napisać w postaci 
(43 — 24 B cos 8 + B?YA? -+ 2Au. (AB +- BC — AC cos 8 — 
—"B? eos 0) +- p? (B? — 2 BC cos 0 + C?) = 0. 
Do każdego kierunku X, v. należy zatem zupełnie oznaczony 


kierunek à’, u. W przypadku kierunku A, v. asymptotycznego, kie- 
runek A pw jest tym samym kierunkiem, a prosta określona rów- 
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naniem (7) jest asymptotą krzywej. Wynika to natychmiast stąd, 
że mamy teraz 

g(A, p) >0 (12) 
więc 


(A) -+ Byuh. + (B) + Cuy zz), 
A = — k( BX -+ Ch), 


p =k(42 +- By), (13) 

gdzie k jest pewien czynnik od zera odmienny. 

Rugując ze wzorów (9) k otrzymujemy związek 
(4X + BHN -+ (BX -+ Cpp = 0 (14) 
lub 
(AX + Bw) +- (BY + Cpe = 0. (15) 
+ 

Z tego wzoru otrzymujemy następujące związki 

3 ==—Kk(BA + Ćw), (16) 


u = K (AX +- Bu), 


gdzie ķ’ jest pewien czynnik od zera odmienny. A więe widzimy, 
że jeżeli do kierunku A. p należy kierunek 4X, u' natenczas na- 
wzajem do kierunku XA, p° należy kierunek à, u. Ze wzorów tych 
wynika dalej, że do kierunku asymptotycznego należy ten sam 
kieruuek asymptotyczny, Naodwrót, jeżeli do pewnego kierunku 
4, v. należy ten sam kierunek, natenczas mamy związek (12), a więc 
ten kierunek jest kierunkiem asymptotycznym. 

Widzimy więc, że kierunki na płaszczyźnie można skojarzyć 
ze sobą w pary. tak aby każdy kierunek figurował w jednej i tylko 
jednej parze, i aby do każdego danego kierunku należał ten kie- 
runek, który wspólnie z danym kierunkiem tworzy jednę parę. 
Przytem istnieją dwie i tylko dwie pary składające się z tych 
samych kierunków, a mianowicie są to pary składające się każda 
z dwóch tych samych kierunków asymptotycznych. 

Kierunki należące do takiej pary nazywamy kierunkami ze 
sobą sprzeżonymi (directions conjugués). 

Do kierunku X, w należy średnica s o równaniu 


(AX + Bwa (BX + Owy + DX ky =0, (17) 
które możemy też napisać w postaci 


k (pz — iy) E DX + Eu = 0, (18) 
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gdzie k' jest to czynnik występujący we wzorach (16). Widzimy 
więc, że i średnice występują parami, przyczem przez parę średnie 
rozumiemy parę średnie posiadających kierunki ze sobą sprzężone. 
Średnice takie nazywamy średnicami ze sobą sprzężonymi (diamètres 
conjugués). Jeżeli X, u. jest kierunkiem asymptotycznym, natenczas 
średnice ze sobą sprzężone przechodzą obie w tę samą asymptotę. 
Możemy więc wszystkie proste przechodzące przez środek krzywej 
drugiego stopnia skojarzyć ze sobą w pary utworzone ze średnie 
ze sobą sprzężonych. Wśród tych par są dwie i tylko dwie pary 
składające się każda z dwóch prostych identycznych, są to miano- 
wicie pary składające się z jednej i tej samej asymptoty dwa razy 
wziętej. 

Średnicę należącą do pewnego kierunku nazywa się też sre- 
dnicą sprzężoną z tym kierunkiem. Każda prosta przechodząca przez 
środek krzywej może być uważana jako średnica sprzężona z pe- 
wnym oznaczonym kierunkiem W istocie, uważajmy prostą 

(Az + By + Dk, + (Bz + Cy+- Były =0, (19) 
gdzie k, i kę są dowolne dwie liczby nie obie równe 0. Możemy 
znaleźć układ à, u spółczynników kierunkowych, proporcjonalnych 


do ky, k 
aż" A= pk, p = pk, 


gdzie p jest pewna liczba od zera odmienna, oznaczona i wyzna- 
czająca się ze związku 


A? p? --24nceos0==1 
w przypadku gdy zachodzi nierówność 
ką -+ ką -+ 2k, k, cos 0 Æ 0, 
a dowolna w przypadku gdy zachodzi równość 
łą -+ ki- 2k ką cos 0 = 0. 


IL è= 0. Równanie średnicy s należącej do danego kierunku 
à, p nieasymptotycznego napisze się teraz w postaci 


e(ar |-by)(aX + bu) + DA + Eu = 0, (20) 
a spółezynniki kierunkowe XA, p’ wyznaczają się ze wzorów 
A = — k(aà -+ b.n)b, 


=, m 21) 
p = ka à -+ bpa. SĄ 
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Mnożąc te równości przez a, b i dodając otrzymujemy równość 


(a2 + by) (aX Fip) =0 (22) 


tj. równość (15) lub (16), przyczem teraz lewa strona jest iloczynem 
dwóch form liniowych, jednej zmiennych A, u, a drugiej zmiennych 
A, p. Ponieważ A, v jest kierunkiem nieasymptotycznym, więc 
mamy teraz 


ah +=by' =0, (23) 


tj. kierunek średnicy jest zawsze kierunkiem asymptotycznym. 
Niechaj teraz X, u. będzie kierunkiem asymptotyczny m. 
Równanie (20) przedstawia albo prostą w nieskończoności, 

albo też jest identycznie równe zeru. Zależy to od tego czy równość 


DA + Eu =0 (24) 


nie jest spełniona, czy też jest spełniona. Ponieważ mamy teraz 
równość 


aX-+-bp = 0, (25) 
więc mamy pierwszy przypadek jeżeli zachodzi równość 
Db — Ea=0, (26) 


a drugi przypadek, kiedy ta równość nie zachodzi. A więe pierw- 
szy przypadek zachodzi, gdy mamy A=E0 a drugi, gdy mamy 
NZ 

Do kierunku X, w asymptotycznego nie należy żadna śre- 
dnica, a więc i żaden kierunek. Mimo to możemy znów wszystkie 
kierunki na płaszczyźnie skojarzyć ze sobą w pary, tak aby parę 
tworzył dowolnie dany kierunek i kierunek asymptotyczny i nazwać 
ze sobą sprzężonymi kierunki jednej pary. A więc każdy kierunek 
jest sprzężony z kierunkiem asymptotycznym, a kierunek asympto- 
tyczny jest sprzężony z każdym kierunkiem, i mamy jednę jedyną 
parę składającą się z dwóch tych samych kierunków, tj. kierunku 
asymptotycznego dwa razy wziętego. 

Uważajmy znów średnicę (20). W przypadku A == 0 położenie 
tej średniey zależy od kierunku Ą, p, a mianowicie kaźda prosta 
mająca kierunek asymptotyczny jest średnicą należącą do pewnego 
zupełnie oznaczonego kierunku X, v. nieasymptotycznego. W istocie, 
uważajmy dowolną prostą 
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s(az + by) + m=0 (27) 

o.kierunku asymptotycznym. Z równań 
ai+iu=k, ae 
DA +- Eu = mk (25) 


wyznaczymy układ liczb A, v, k, z których A, u. są spółczynnikami 
pewnego kierunku, a liczba k jest od zera odmienna. A mianowicie 


mamy 
1 mb—=PB D — ma 

A E u= k -=s 

Db HE Db—BEa 


Zależnie od tego czy wyrażenie 
(mb — E} + (ma — D} — 30=mpiXE = mb) cos 8 


jest od zera odmienna, czy też nie, kierunek ten nie jest lub jest 
minimalny. 


W przypadku A ==0 mamy 
D=ąca(c, +),  E=4eb(q +05), 
a więc równanie średnicy (20) ma postać 


elar- bu) [ax by + $(e, + c) == 0. (29) 


Jest to więc dla każdego kierunku nieasymptotycznego jedna i tasama 
prosta, mianowicie prosta śródków obu prostych równoległych da- 
nych, co jest geometrycznie zupełnie oczywiste. 

Z wywodów poprzednich wynika natychmiast konstrukcja przy 
pomocy cyrkla i lineału średnicy należącej do danego kierunku 
nieasymptotycznego. A mianowicie kreślimy dwie proste od siebie 
odmienne, posiadające kierunek A, u, tak aby przecinały krzywą 
w punktach rzeczywistych i następnie łączymy środki cięciw, jakie 
na tych prostych wycina krzywa. 

W przypadku 5$=E0 otrzymujemy środek krzywej w przy- 
padku gdy średniea przecina krzywą w punktach rzeczywistych 
A, B, połowiąc AB, w przeciwnym razie kreślimy prostą /, rów- 
noległą do średnicy s tak aby przecinała krzywą w punktach rze- 
czywistych A, B“ i połowimy A'B' w punkcie Ć', a następnie 
kreślimy średnicę s mającą kierunek A, p. 
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2. Przykłady, 
1. Uważajmy elipsę o równaniu 
zi yt 
a? b: 


—1=0 (30) 


Fig. 18. 


AX pu 5 
tj = 0. (81) 
Wprowadźmy kąty g i 4, jakie kierunek dany à, u i kierunek 
à, ẹ z nim sprzężony zawierają z dodatnim kierunkiem osi z, 
obierając przytem te kąty tak by spełniały nierówności 
Spem 0Sy<n. 


Mamy 
cos Q cos th sin o sin ty : 
Ea pad (82) 
a więc 
bt e 
tgptgh= mt (33) 
Geometrja analityczna na płaszezyznie. 20 
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Jeżeli więc tgo jest dodatnie, natenczas tgb jest ujemne 


À O o ; gi 

i naodwrót, czyli, że jeżeli o jest zawarte między O ağ, natenczas Ņ 
; ś r f : 

jest zawarte między a m i naodwrót. 


Dla g=0 mamy =" 1 naodwrót. 


o 
Uważajmy kąt s 
g= Ņþ—9ọ (34) 
Mamy wzór 
A te o b? ttgto p" 
(gaz TYE? __ d + a € = (85) 
l--tgotgy a: — b*) tg p 


Dla ọ zawartego pomiędzy 0 a = tgo jest ujemne, a dla p zawar- 


tego pomiędzy 5 a m jest dodatnie, więc kąt między kierunkami 


jest rozwarty. 
2. Uważamy hiperbolę o równaniu 


z? y’ ; 
at b laS (36) 


w układzie prostokątnym. Mamy 


AK T ) 
a? =" 0, (87) 


a wprowadzając znów kąty 9 ił 
059< "x". 0=Zv<s 


jakie zawierają te kierunki z dodatnią osią x-ów, mamy 


cos © cos ọ sin ọsin 4 aż 33 
a? ui b? s ke 

b3 
tg DA t pi = . 39 
ETTE = 


Więc tgo i tgtb są równocześnie dodatnie i równocześnie ujemne. 


Dla p=0 mamy ọ = i naodwrót. Jeżeli 
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„b 
tg o = a ? 
natenczas 
y> : 
tg z 


i naodwrót, a więc jeżeli kąt o jest mniejszy od kąta 6, jaki kie- 
runek asymptoty położonej w 1. ćwiartce płaszczyzny zawiera z osią 
x-ów, natenczas kąt p jest >0, czyli, że kierunki leżą w 1. 
ćwiartce po przeciwnych stronach asymptoty i tak samo w 2. 
ćwiartce. 

Oznaczając znów przez c kąt 

G=zy—g 

mamy 
D J imas h ZWI (40) 
l--tgętgy  (a*-bjtigy 


Kąt c równa się 0, jeżeli mamy 


tg s = 


b? — a? tg? ę = 0, 
tj. dla asymptot. 


3. Redukcja równania drugiego stopnia do postaci kanonicz- 
nych przy pomocy średnic i kierunków ze sobą sprzężonych. 


Otrzymane rezultaty zastosujemy do nowej redukcji ogólnego 
równania drugiego stopnia. Niechaj nasamprzód będzie ò+ 0. 
Obieramy jako nowy początek O' układu środek krzywej, a jako 
nowe osie z’ y' dwie osie o kierunkach à, p; X, w” ze sobą sprzę- 
żonych od siebie odmiennych. Mamy więc teraz 


B' =q0Q2, u; X, u) =0. 
D' =«} --gu =0, 
KE'=ak' 4 Bp =0. 
Otrzymujemy zatem następującą postać równania drugiego stopnia 
A' r: -+ Cy- F =0, (41) 
A' =g6(, u) =E0, 
7 = oi, w) #0, 
F = A 


gdzie 


z ; 
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Naodwrót, jeżeli w równaniu drugiego stopnia spółczynnik 
przy zy równa się zeru, natenczas kierunki osi spółrzędnych są 
kierunkami sprzężonymi ze sobą. W istocie, kładąc we wzorach 
(9) A=1 u = 0, B= Q, otrzymujemy 


N) w =h4 


a więc A" = 0, w = 1. Jeżeli spółczynniki Di E równają się zeru, 
początkiem układu jest środek krzywej, gdyż spółrzędne a, b środka 
spełniają równania 


Aa-- Bb==0,  Ba+- o 


Jeżeli więc równanie drugiego stopnia ma postać (41) natenczas 
osie spółrzędnych są średnicami ze sobą sprzężonymi. 

Zwróćmy się teraz do przypadku = 0, i obierzmy znów 
jako kierunki nowych osi dwa kierunki ze sobą sprzężone, a więc 
kierunek asymptotyczny i dowolny kierunek od niego odmienny. 
Mamy więc 

A' =gfh, u) =0, 
B' = 0. 


Obierzmy jako oś x’ średnicę należącą do kierunku nieasympto- 
tycznego à’, w. Spółrzędne a, b nowego początku układu O' speł- 
niają więc warunek 
zk +pu =0 
a więc mamy 
k =0. 


Otrzymujemy zatem równanie 


Cyt a A F =0, (42) 
w którem mamy 
C =A u) 
D' =a} 4 bu = slah + by) (aa +- bb) -4 DX Eu = DX+ Eu, 
F' = ga -+ Bb +-Y. 
Mamy dalej 


DX J- Ku = —g —— ę 


(Db - Ea)? =— sd, 


r= Je w 
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gdzie pierwiastek jest dodatni. Otrzymujemy więc 


gdzie n=+ 1. 
W przypadku A = 0, mamy 
D= 0, 
aa +- bb +- 4 (c, +e) = 0, 
a więc 
a =f=0, 
= Da ++ Eb + F= $ ele, + c) (aa + bb) + F= 


z l » D* Ke 
= zla kat Ra F = zz me =>v. 


Otrzymujemy zatem w tym przypadku ostatecznie równania 
FEFK 
PQ, a jy'? -t gmo. (43) 
USTWA 
plà’, w)y'2 HH =. (44) 


4. Styczne krzywych drugiego stopnia. 


Uważajmy dowolny punkt P(a, b) położony na krzywej (1) 
i prostą ? 


s=a -4 rh, y = b -4 ryu, (45) 
przechodzącą przez ten punkt. Równanie (3) ma teraz postać 
r19(, p) +- Zr(a3 -+ Pu) = 0. (46) 


Jeżeli spółczynniki kierunkowe A, v. spełniają warunek 


a) Bu = 0, (47) 


i kierunek nie jest asymptotyczny. natenczas prosta / ma tylko 
punkt P wspólny z krzywą, a jeżeli kierunek jest asymptotyczny 
leży ona całkowicie na krzywej. 

Prosta taka nazywa się styczną (tangente) krzywej drugiego 
stopnia w punkcie P(a,b). Jeżeli « i B nie oba są równocześnie 
równe zeru, a więc gdy punkt P nie jest środkiem, istnieje jedna 
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jedyna styczna w punkcie P. Jeżeli punkt P jest środkiem, każda 
prosta przez ten punkt jest styczną do krzywej w tym punkcie. 

Z warunku (47) wynika, że punkt P leży na średnicy nale- 
żącej do kierunku X, u stycznej, albowiem spełnia równanie 


(Ac + By + D)A + (Br + Cy + E) =0 (48) 


średnicy. Naodwrót, uważajmy dowolny punkt przecięcia dowolnej 
średnicy (48) z krzywą i poprowadźmy przez ten punkt P prostą ł 
o spółczynnikach kierunkowych A, u. Prosta ta jest styczną do 
krzywej w punkcie P. 

Równanie stycznej ¿ możemy rugując r z równań (45) napisać 
w postaci 


u(a — a) — Ay — b) =0, 
a(z — a) + B(y — 5)=0. (49) 


aa - By + y =0. A 


Z wyjątkiem przypadku kiedy punkt P jest środkiem, rów- 
nania (48) i (49) przedstawiają zupełnie oznaczoną prostą. Specjal- 
nymi przypadkami tych: równań są równania stycznych do elips, 
hiperbol i parabol, które poznaliśmy w Rozdziale XI. 

Konstrukcja stycznej w punkcie krzywej: Punkt P łączymy ze 
środkiem O krzywej i prowadzimy przez P prostą o kierunku 
sprzężonym z kierunkiem OP. 


a więc w postaci 


lub w postaci 


5. Twierdzenia o kierunkach sprzężonych i średnicach 
w przypadku 0=F0. 
I. Proste łączące punkt P krzywej z punktami przecięcia A. B 
dowolnej średnicy s z krzywą mają kierunki ze sobą sprzężone. 
W istocie, połączmy punkt C połowiący odcinek AP ze środ- 
kiem O. Kierunki AP i CO są ze sobą sprzężone, a mamy 


PB || CO. 


II. Dwie proste l, U poprowadzone przez punkty A, B prze- 
cięcia średnicy s z krzywą i mające kierunki sprzężone przecinają się 
w punkcie P położonym na krzywej. 

W istocie prosta Į” przechodząca przez środek O i równo- 
legła do I przecina £ w punkcie C połowiącym cięciwę AD tej 
prostej. A więc punkt P schodzi się z punktem D. 
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III. Dwie proste l, U przez punkt P krzywej i mające kierunki 
sprzężone przecinają krzywą w punktach A, B średnicy krzywej. 

W istocie gdyby prosta AB nie była średnicą, poprowadźmy 
średnicę AO przecinającą krzywą w punkcie D i połączmy D z P. 
Proste PD i PB mają obie kierunki sprzężone z kierunkiem AP, 
więc schodzą się ze sobą, a więc PD schodzi się z B. 


Ćwiczenia. 


1. Kiedy dwa kierunki minimalne są ze sobą sprzężone względem 
krzywej drugiego stopnia ? 

2. Udowodnić następujące twierdzenia Apollonjusza : 

„Styczna w punkcie M elipsy wycina na dwóch stycznych popro- 
wadzonych do elipsy w punktach C, C’ końcach średnicy elipsy dwa 
wektory CE i C'E’ takie, że mamy 


CE.CE =b | (1) 


gdzie b' jest półśrednica sprzężona z średnicą CC®. 

„Styczna w punkcie M hiperboli wycina na dwóch stycznych po- 
prowadzonych do hiperboli w punktach C, €' końcach średnicy hiper- 
boli dwa wektory CE, i C'E’ takie, że mamy 


TETE = — Va, (2) 


gdzie b jest półśrednica sprzężona z średnicą CC'*. 
3. Średnice ze sobą sprzężone elipsy wycinają na stycznej elipsy 
w punkcie M wektory ME, MF takie, że mamy 


ME. MFE=— b, (3) 


gdzie b' jest półśrednica sprzężona z półśrednicą OM. 
Średnice ze sobą sprzężone hiperboli wycinają na stycznej hiper- 
boli w punkcie M wektory ME, MF takie, że mamy 


ME. MF=b'2 (4) 


gdzie b' jest półśrednicą sprzężoną z półśrednicą OM. 

4. Uważajmy krzywą drugiego stopnia o środku O i poprowadźmy 
z punktu P styczne do krzywej. których punkty styczności niechaj będą 
A, B» Okazać, że prosta OP połowi cięciwę AB. 
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ROZDZIAŁ XVII. 


Kierunki główne i osie krzywych drugiego stopnia. 


1. Definicja i badanie kierunków głównych i osi krzywych 
drugiego stopnia. 


Uważajmy znów krzywą drugiego stopnia 


J(e, y) =0 (1) 
i dwa kierunki à, u; A, w ze sobą sprzężone. Mamy związek 
(42 + Buja' + (BA + Cuju' =0. (2) 


Spytajmy się, kiedy te kierunki są do siebie prostopadłe? 
Należy w tym celu znaleźć wszystkie układy dwóch par liczb A, u. 
i à‘, u spełniających równanie (2), równanie 


(A p cos 6)X' + (A cos 6 + uj =0 (3) 


i będących spółezynnikami kierunkowymi pewnych kierunków. 
Warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby dla danych à, u 
istniały AX, v. nie obie równe zeru i spełniające te równania jest 
aby wyznacznik równań tych względem A, u. równał się zeru. 
A więc A, uw muszą spełniać warunek 


(A cos 8 — B)A? + (A — C)hu. + (B — C cos 8)u? =(, (4) 
i warunek ten jest wystarczający. Ale ponieważ równania (2) i (3) 
są symetryczne względem dwóch par à, uv. ià, u, więc i para X, u. 
musi spełniać to samo równanie. . 


Należy więc przedewszystkiem zbadać wszystkie pary liczb 
nie obie równe zeru, spełniające równanie (4). Równanie to jest 


ć ć : A. 
równaniem drugiego stopnia względem stosunku sę tak samo wzglę- 


* 
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dem stosunku S, z wyjątkiem przypadku, kiedy oba spółezynniki 
przy à? i przy v.? równają się 0. W tym ostatnim przypadku mamy 
(4 — Ojży =0, 


a więc, gdy A+ C, mamy albo A=0. albo u =0. Jeżeli więc 
przez kierunek będziemy rozumieli parę kierunków sobie przeciw- 
nych, natenczas równanie (4) jest spełnione przez kierunki 


A=, u= 0, eca 


I= w= n= +1. 
Jeżeli zachodzą równocześnie równości 
A cos 8 — B = 0, 4 — C=), B—(Ccos6=0, (5) 


natenczas mamy koła i proste minimalne, i równanie (4) jest speł- 
nione dla wszystkich kierunków na płaszczyznie. 

W ogólnym przypadku, kiedy nie oba spółczynniki przy 2% i u? 
równają się 0, mamy dwa kierunki, których spółczynniki speł- 
niają równanie (4) i kierunki te są od siebie odmienne, albowiem 
wyróżnik równania (4) 


(4 cos 0 — B) (B — C cos 6) — 4 (A— CJE "— 4 Q? 


równa się zeru tylko dla kół i prostych minimalnych. Dwa kie- 
runki ze sobą sprzężone schodzą się ze sobą wtedy i tylko wtedy, 
jeżeli są kierunkiem asymptotycznym. Dwa kierunki do siebie pro- 
stopadłe schodzą się ze sobą wtedy i tylko wtedy jeżeli są kierun- 
kiem minimalnym. Dwa kierunki sprzężone i prostopadłe do siebie 
schodzą się ze sobą wtedy i tylko wtedy, gdy są kierunkiem rów- 
nocześnie minimalnym i asymptotycznym. Ale wówczas oba kie- 
runki minimalne są równocześnie asymptotyczne, albowiem jeżeli 
równanie 


AX? + Biy + Cy? =0 


spełnione jest przez spółezynniki kierunkowe pewnego kierunku 
urojonego, natenczas spełnione jest też przez spółczynniki kierunku 
sprzężonego z tym kierunkiem. A więc w przypadku kół i pro- 
stych minimalnych, tj. związków (5) i tylko w tym przypadku 
mamy kierunek równocześnie do siebie prostopadły i ze sobą sprzę- 
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żony, a mianowicie oba kierunki minimalne mają tę własność. 
W każdym innym przypadku, kierunki 2, u i X, u“ są od siebie 
odmienne. 

Dochodzimy więc do rezultatu następującego: W przypadku 
kół i prostych minimalnych każda para kierunków do siebie pro- 
stopadłych spełnia warunki zagadnienia, gdyż spełnia równocześnie 
równania (2) i (8), a we wszystkich innych przypadkach kierunki 
pary są od siebie odmienne i spełniają równanie (4) a więc mamy 
najwyżej jednę taką parę kierunków. Obrawszy dowolny kierunek 
spełniający równanie (4), otrzymujemy z równań (2) i (3) zupełnie 
oznaczony kierunek o spółczynnikach X. w, gdyż w równaniu (3) 
oba spółczynniki przy X, u' nie mogą się równocześnie równać 0. 
A więc istnieje jedna jedyna para takich kierunków. Kierunki te 
nazywają się główne (directions principales). 

Średniee należące do kierunków głównych nazywają się osiami 
(axes) krzywej drugiego stopnia Ponieważ średnica ma równanie 


(Ax + By -- DX + (Ba -- Cy -- Kjp =0, (6) 
lub 
(AX + Buje + (BX+ Cu)y + DX + Ep =0, (1) 


więc w przypadku 820 mamy dwie osie przechodzące przez 
środek i do siebie prostopadłe z wyjątkiem przypadku kół i pro- 
stych minimalnych. w którym mamy nieskończenie wiele par osi 
do siebie prostopadłych. W przypadku 5 ==0 każdemu kierunkowi 
nieasymptotycznemu odpowiada średnica w skończoności, a dla kie- 
runku asymptotycznego równanie (7) przedstawia prostą w nieskoń- 
czoności w przypadku parabol a jest identycznie równe zero w przy- 
padku dwóch prostych równoległych. 

W przypadku ô + 0 i krzywych minimalnych kierunki główne 
są rzeczywiste albowiem wyróżnik równania (4) jest ujemny, a więc 
i obie osie są rzeczywiste, jako proste o kierunkach rzeczywistych, 
przechodzące przez punkt rzeczywisty (środek). W przypadku ô = 0 
kierunek główny nieasymptotyczny jest również rzeczywisty i ma 
spółczynniki kierunkowe 


X cos 0 +u X — u cos8 
— — —L- ME ` 
gn” * sin ð 


= 


1 


gdzie X, u. są spółczynniki kierunku asymptotycznego 


www.rcin.org.pl 


315 


b a 
ik == 


"w SIE” 
R = Va: -+ 63 — 2ab cos Ü, 


»% = 


więc mamy równanie osi 
— (Az -+ By + D)(a — b cos b)+ (Bz -+ Cy + E)(a cost —b)=0 


lub 
(4 — B cos 0) (Az + By + D) + (B — A cos 0) (Bx - 


7 , (8) 
+ Cy -F E) = 0. 
lub 
(B — C cos h) (Az + By + D) +- (© — B cos b) (Bz +- (9) 
+ Cy+E)=0. 


Nazywamy osią symetrji (axe de symétrie) krzywej drugiego 
stopnia prostą s posiadającą tę własność, że jeżeli punkt P leży na 
krzywej, natenczas i punkt P symetryczny punktu P względem pro- 
stej s leży na tej krzywej Z poprzedniego wynika, że oś krzywej 
2-go stopnia jest jej osią symetrji. Naodwrót, uważajmy układ osi 
prostokątny i załóżmy, że oś v jest osią symetrji. wówczas speł- 
nione są równocześnie równania 

Ar? -- 2 Bzy + Uy? -+ 2Dx -+ Zky + F=0, 
Axz* —2ŻBzrzy-+-Cy* + 2Dx—2kyF=0, 
a więc równania 
y(Bz -+ E) =0, 
Azt + Cyt H2Dxr + F=0Q. 
Albo więc mamy 
B= E= 0, 
równanie (4) daje nam 
(A — C)xy. = 0, 
a równanie (7) 
Ax -+ Cuy -+ DY = 0, 
a więc kierunkowi 


odpowiada jako oś oś x. 
Albo też B-==0 
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dla y + 0. Teraz kierunek A=0, u=1 nie jest kierunkiem głó- 
wnym, bo nie spełnia równania (4). Krzywa rozpada się na dwie 
proste, a mianowicie na oś x i na prostą o równaniu 


Bz + E =0, 


i osie krzywej zawieraja kąty +4 z osią x. 


2. Badanie kierunków głównych i osi przy pomocy 
równania na S. 
Uważajmy znów równania (2) i (3). 
Dzieląc wyróżnik tych równań, tj. lewą stronę równania (4) 
przez iloczyn 
(à -+ u. eos 0) (A cos 8 -+ p) 
otrzymamy równanie 
At Bu _ BX+- Cu 
X--ucosó  Xeos8-|-u' 
Równanie to jest spełnione przez spółczynniki kierunkowe obu 
kierunków à, u i X, u. Przytem zakładamy, że oba mianowniki 
są od zera odmienne. Jeżeli jeden z tych mianowników np. X -} u. cos B 
równa się 0, natenczas otrzymamy z równania (3) 


(10) 


e =0, 
więc X =e, e = + 1, a więc z równania (2) 
AA + Bu =0. 


Wówczas pierwszy ułamek w (10) jest nieoznaczony, a mianownik 
drugiego jest od zera odmienny. 

Oznaczmy przez S wartość tego z ułamków figurujących 
w równości (10), który posiada oznaczoną wartość. 

Liczby X, u, S spełniają zatem równania 


A) -- Bu = S(A + u. cos l), 


[11 
BX -- Cu = S(% cos 6 -+ y). (11) 


Równania te są jednorodne linjowe względem A, v., a więc Ś spełnia 
równanie, które się otrzymuje przyrównując do zera wyznacznik 
przy à, u tych równań. Otrzymujemy to równanie w postaci wy- 
znacznika 
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A— S, B—$Scosf 


O B — Scos b, C— 8 =v (12) 
a więc otrzymujemy równanie drugiego stopnia 
(4 — $) (C — S) — (B — S cos b)? = 0, (13) 


lub równanie 
852 sint 9 — S(A + C — 2B cos 0) -+ AC — B=0. (14) 


Spółczynnikami tego równania są znane nam wyrażenia w ið, 
tak, że równanie to możemy napisać w postaci 


S? sin? (4 — So -+ = 0. (15) 


Równanie to spełnione przez wszystkie wartości na Ś, odpowiada- 
jące kierunkom głównym nazywa się równaniem na © (équation 
en 5). 
Wyróżnik równania na Ś jest 
1 


z 
a sins — "3 =— zł, 


jest on więc ujemny z wyjątkiem przypadku 
Pe B= A cos 0 = C cos 0, 


tj. kół i prostych minimalnych. W tym ostatnim przypadku rów- 
nanie (14) przyjmuje postać 


sin* (5 — A) = 0, 


a więc posiada podwójny pierwiastek S= A. W tym przypadku 
wszystkie spółczynniki w równaniach (11) przy 4, pœ równają się 
zeru, a więc à, u są dowolne i równania (2), (3) redukują się do 
jednego równania. 

W ogólnym przypadku niechaj pierwiastki równania na & 
będą 5, i S. Otrzymujemy dwa układy równań (11), z których 
jeden układ niechaj spełniony będzie przez spółczynniki kierunkowe 
X, Ha, A drugi przez spółczynniki kierunkowe 3, po 


A, -+ By, = S, (X + py cos 8), 
BX, -++ Cu, = S, (^ cos 6 -|- 24), 


Ad; + Buy = Sa (g -+ ug COS 6), (17) 
BY, -H C ya = Sg (M CO8 0 +- p), 


(16) 
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Okażemy, że kierunki X, u, i dz, tę są rzeczywiście kierunkami 
głównymi. W tym celu pomnóżmy równania (16) przez X, p 
i dodajmy je do siebie. Otrzymamy 


43; + 2B3,q, + O =G,. (18) 


Tak samo mnożąc równania (17) przez ^, y i dodając je do 
siebie otrzymujemy 
AR + 2 Bay uą + Oui = 54. (19) 
Zatem S, i S, równają się odpowiednio p(X,, 1) I (àz, Ls). 


Pomnóżmy dalej równania (16) przez X, ją i dodajmy je do 
siebie. Otrzymamy 


Add -HBh Ua + 2421) ++ Cya = 
= Si [by %ą + Qu tg + Aya) cos O + p pal. 


Tak samo mnożąc równania (17) przez X, y i dodając do siebie 
mamy 


Ah ha + BO yt) + Ctiu = 
= Su [h ha + (Qu ya + Aapa) COs 6 +- u, us]. 
Odejmując te równania od siebie otrzymamy 
(Si — Sa) [7434 + (yta + Aaya) cos 6 +- pa pa] = 0, 
a więc ponieważ Ś, +} S, mamy 
X Ag -H (us F Aapa) 0086 +- pipa = O 


a stąd 
AD Ją -H B (hipe -FH Deta) cos O -H ter pha = 0, (21) 


a zatem pierwiastkom ð; i S, odpowiadają rzeczywiście kierunki 
główne, a mianowicie kierunki te tworzą jednę parę kierunków 
głównych. 

W przypadku kiedy mamy ò= 0, jeden z pierwiastków rów- 


nania na S równa się zeru np. S}, a wówczas mamy 
P(X. p) = 0, 


więc odpowiedni kierunek główny jest asymptotyczny. Wówczas 
$,=E0 i drugi kierunek główny jest prostopadły do asympto- 
tycznego. 
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3. Redukcja równania drugiego stopnia przy pomocy kierun- 
ków głównych i osi do postaci kanonicznych w przypadku 


8=F0. 

Obierzmy jako kierunki nowych osi x, y’ dwa kierunki 
główne ze sobą sprzężone od siebie odmienne, tj. w przypadku 
krzywych nie minimalnych oba kierunki główne, a w przypadku 
krzywych minimalnych dowolną parę kierunków głównych prosto- 
padłych do siebie i nie minimalnych. Jeżeli A’, B”,...F" oznaczają 
spółczynniki równania krzywej w nowym układzie spółrzędnych, 
natenczas mamy 

A =, 4) = S, 
B' = 90i, ją; Azs Ya) = 0, 
C' = ps, Ue) = S. 


Obierzmy dalej nowy początek O'(a,b) układu w środku 
krzywej. Mamy więc 


D' = ad -H Bua = 0, 
E' = ad, + Bpa = 0, à 
TRAR E 


Równanie krzywej (1) w nowym układzie napisze się więc w postaci 
5,11 + SLy'? +- = =0 (22) 
o 


Dochodzimy zatem do następującego podstawowego rezultatu: 
W przypadku 5=E0 można równanie krzywej drugiego stopnia 
przez wprowadzenie odpowiednich osi prostokątnych sprowadzić 
zawsze do kształtu (22). Równanie tego kształtu badaliśmy już po- 
przednio i widzieliśmy, że w przypadku A Æ 0 równanie to przed- 
stawia nam elipsy rzeczywiste, elipsy urojone i hiperbole, przyczem 
koła uważać należy oczywiście jako specjalny przypadek elips. 
Zatem w przypadku $-=0 równanie drugiego stopnia przedstawia 
tylko te krzywe. 

Gdy zaś mamy A = 0, równanią (1) i (22) przedstawiają, jak 
wiemy, dwie proste przecinające się, rzeczywiste lub urojone. 


A 
W przypadku A--Q0 dzieląc równanie (22) przez z otrzy- 


mamy równanie 
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zi yt z 
eA ET (28) 


= b5 (24) 


przyczem e, = + 1, & = + 1 i a? i b są dodatnie, napiszemy 
równanie (23) w postaci 


xt LJ 
47 +45+1=0 (25) 
Przez a i b rozumiemy liczby bezwzgłędne. Są to, jak wiemy połowy 
osi uważanych krzywych drugiego stopnia. Ponieważ nowe osie 
spółrzędnych schodzą się z osiami krzywych drugiego stopnia, więc 
te Śdeinki o długościach 2a i 2b, które nazywaliśmy poprzednio 
w Rozdziale XI. osiami krzywych drugiego stopnia, leżą na tych 
średnicach, które obeenie nazywamy osiami krzywej. Dla uniknięcia 
dwuznaczności można te średnice nazywać też średnicumi głównemi 
krzywych drugiego stopnia. 

Otrzymujemy zatem trzy kategorje równań krzywych dru- 
giego stopnia w układzie obecnym spółrzędnych 


2 3 
a tyimo 2 
zł yt rel 
—ataFrl=0 (27) 
"Ly ag 
TE A. (28) 
albowiem przypadki e, = 1, a= — l, i e — 1, 4 =+-1 


można przez zmianę $, na 5, i Ś, na S, tudzież przez zamianę 
osi z i y sprowadzić do siebie. Zamieniając też ewentualnie w przy- 
padku równań (26) i (28) S, z $, i osie ze sobą możemy zawsze 
założyć, że spełniona jest nierówność a = b. 

Ponieważ S, i S, możemy wyrazić przez 8 i w, więc i ai b 
dadzą się wyrazić przez te niezmienniki, a mianowicie mamy 


w 1 


5 = wyga tj pti. : 
Swą E z zywy Jo” — 405090 = 140 + O). (29) 
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S, i S, możemy napisać w postaci 
S, = F Au + Bpa)? + opi] = (BA, + Cpa)? + żę], 
S, = 4l(4, + By) + ui] = [Bh + Op)? + på. 


Więc jeżeli 5 jest dodatnie, natenczas S, i S, mają ten sam znak, 
co A i Ci naodwrót. 

Możemy to też okazać w inny sposób. Z równania (15) wy- 
nika, że gdy $> 0, natenczas w, S, i S, mają te same znaki. Ale 
łatwo okazać, że gdy 8>0, natenczas w, A i Č mają te same 
znaki. 

Jeżeli 4 i C są dodatnie, natenczas mamy 


w= A -+ C—2Bcosli = (/A = Vo): + ə(V4C — B cos 8), 
ale AC > B?, więc /4C>|B|, 
zatem w > 0. 

Naodwrót, jeżeli A i C są ujemne, natenczas w jest ujemne, 
gdyż wówczas mamy 


o =— (|= 4 —V - 0} — 2([/AC — B cos 8). 


i z lewej strony mamy sumę dwóch liczb ujemnych. 


4. Redukcja równania krzywych drugiego stopnia do postaci 
kanonicznych w przypadku è= 0 


Teraz jeden i tylko jeden pierwiastek np. 5, równania na S 
równa się zeru. Wprowadźmy układ spółrzędnych mający kierunki 
główne, tj. kierunek X, w, asymptotyczny i kierunek %4, p do 
niego prostopadły. Mamy 


A= 8, = 0, 
B'=o(h, Ma; hę; ya) = O, i (30) 
©” = 8, a 0, 
a więc otrzymujemy równanie 
3 Sy?--20'x'+-Żk'y' +-F" =0. (31) 


Obierzmy dalej jako oś x’ oś krzywej a jako oś y' dowolną prostą 
do niej prostopadłą Początek O” o spółrzędnych a, b leży więc na 
osi krzywej o równaniu 


Geometrja analityczna na płaszezyenie. 21 
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(Ax + By + D) + (Bz + Cy + Eu, = 0, 


a więc mamy 


ah, F bu =0, (32) 
to jest 
E'=0. (88) 
Mamy dalej 
D = ah + Bw. (34) 


Otrzymujemy zatem równanie 
Sy +2D'x' p F =0. (35) 


Ai D’ są równocześnie równe zeru i równocześnie od zera od- 
mienne, gdyż D' = 0, E’ =Q pociąga za sobą a =0, B = Q i na- 
odwrót, a ponieważ mamy ô= 0, więc gdyby «œ if były równe 0, 
mielibyśmy w =x" = 0, więc i A=0. Naodwrót jeżeli mamy 
A == 0, mamy Dhb—kHKa=0Q.a ponieważ mamy 


IY = ah + Buy = DĄ -> Ep 


ah -+ bu, =), 
więc D' =Q. 

W przypadku A4 0 możemy wprowadzić dalszy nowy układ 
spółrzędnych x”, y” taki, że osią x” jest oś x/, a oś y” jest równo- 
ległą do osi y'. Pomiędzy spółrzędnymi x,y i x” i y” mamy 
związki 

ax -L F" y = y' (36) 
T T i 3 


Wówczas równanie (35) przechodzi w następujące równanie 
Sy» + 2 D'e" =0, (87) 


a więc w równanie krzywej przechodzącej przez nowy początek 
układu. Ale ponieważ układ spółrzędnych æ”, y” jest prostokątny, 
więc krzywa ta jest parabołą. W istocie, kładąc 


D' 


Sı 


= ep, (38) 
gdzie s = + l i jest tak dobrane, aby p było dodatnie, otrzymamy 


równanie paraboli 
y" 4 Zepa" =0, (89) 
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leżącej po stronie dodatniej x”, jeżeli s = — 1, a po stronie ujem- 
nej x”, jeżeli e = + 1 
Mamy teraz 


w 
D, == 
e sin? f’ 
— BD j 
A E E A n= +l, 
; K R ; 
R? = A? -+ B? — 2 A B cos 9 = A o, 
a więc otrzymujemy 
= — £y sint p . 
, f wf Aw 
Ale mamy 
zi — Aå, 
więc otrzymujemy wzór 
p = zł z sin? 4, (40) 


JĄ w 


gdzie ' = + 1, zaś A i w mają znaki przeciwne. 
Wzor ten otrzymujemy też korzystając z własności niezmien- 
niczych wyrażeń A i w. Mamy dla równania (35) 


A —-5,D', o = by, 
więc 
w : a 


S ” 7 a am 5 p: = a 
3 sin”b = sin? 4 
a więc 


D'= O Asin*6 


SĘ = ta? z 


a stąd otrzymujemy wzór (40) na p. 
W przypadku A=0 mamy D'=0, więc równanie (35) ma 
teraz postać 
Sy -+ F= 0, (41) 
i przedstawia dwie proste równoległe. Ponieważ nowy początek 0’ 
układu leży na osi, którą jest prosta środków, więe mamy «æ = ĝ = 0, 
a więc F' = y= Da 4+ Eb -+ F. Mamy więe 


F= efaa + TE + q aj, 
21* 
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zatem 


e Aini | 
Fw — zi — 0) R 176 (42) 
Ale mamy 
zka za (c + cs) b (c -F a) — 4a be, + 
ab 
_4DE—4BF__41 
=, B aai: 
więc też 
F=— 5’ (43) 


Stąd otrzymujemy 


5-3" -+ 2x cos 0 


F' t (44) 
Równanie (41) możemy więc też napisać w postaci 
ap 219 J., 
AAA hiir uż, 2x co 0 sin? 6 = Û. (45) 


w? 


Zestawiając rezultaty dwóch ostatnich ustępów możemy wy- 
powiedzieć następujące podstawowe 

Twierdzenie: Równanie drugiego stopnia przedstawia prócz 
prostych, tylko elipsy rzeczywiste, elipsy urojone, hiperbole 1 parabole. 


5. Równanie osi krzywych drugiego stopnia. Równanie na 
długości półosi. 


W przypadku 4 0 osie przechodzą przez środek krzywej 
drugiego stopnia, a ponieważ spółrzędne kierunkowe à, u kierun- 
ków głównych spełniają równania (4), więc pisząc równanie osi 
w postaci parametrycznej 


c=a-+-rA, y =b + ru, (46) 


gdzie a, b są spółrzędne środka, i zastępując X, u w równaniu 
(4) przez 

+._B=4 y—b 

„= p ' u= z s n 


otrzymamy równanie 


(A cos 0 — Bj (æ — a)* + (A — C) (x — a) (y — b) + 


+(B — C cos 6) (y — b)! = 0, (41) 
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drugiego stopnia przedstawiające obie osie. W przypadku kół i pro- 
stych minimalnych równanie to jest identycznie równe zero. 
W przypadku 5==(0 mamy 


A= en’, B=c:ab. C=sht, 
dalej kierunek X%,, u, spełnia warunek 
a), ++ buy =0, 
zaś kierunek %,. u, prostopadły do tego kierunku warunek 
ha (a cos B — B) -+ us (a — b cos 6) = 0. 


Równanie osi (8) lub (9) możemy przy pomocy a i % napisać 
w postaci 

ela x + by)(a* +- 62 — Jab cos 6) — 

— Dib cos 6 — a) — E(t — a cos 6) = 0, 


lub w postaci 
w(ax +- by) + Da — kb — (DŁ — Ka) cos 0 =0. (48) 
W przypadku A = 0 mamy 
D=bsa(q teo), E= gebla e) 
więc równanie osi ma postać 
ax + by hla a) =0, (49) 
tj. otrzymujemy prostą środków. 


Z równania na S (15) otrzymujemy w przypadku A40, 


N2 
5=E (0 mnożąc przez ss równanie 
+ 09 UA? A? 
sin? f 5i — 5 + wzi = 0. 


Wprowadzając zamiast S nową niewiadomą r określoną wzorem 


A ; 
r =— 58 5 (50) 
otrzymujemy równanie 
p 
r* +- or + sin? ue =0. | (51) 
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Równanie to ma pierwiastki 


r= — Alo + 0). (52) 
Jak to wynika ze wzorów (24) pierwiastkami równania tego są 
wielkości — e,a? i — e,b*%, Zatem w przypadku elipsy rzeczywistej 
pierwiastkami równania (51) są kwadraty półosi a?, b?; w przy- 
padku elipsy urojonej ujemne kwadraty półosi — a?, — b?; nareszcie 
w przypadku hiperboli mamy pierwiastki — u? b? lub a? — be. 
Równanie (51) nazywa się równaniem na półosi (équation aux carrés 
des demiares) krzywych drugiego stopnia. 


6. Reguły badania krzywych drugiego stopnia. 


Możemy teraz zestawić reguły. których należy się trzymać 
aby zbadać, co przedstawia dane równanie krzywej drugiego 
stopnia. 

1. Obliczamy wielkości A, 8, œ, Q, ò i ò” i konstatujemy, 
czy mamy elipsę (è> 0, A #0), bperbolę (è <0, A #0), para- 
bolę (è= 0, A 4-0) lub proste (A= 0) Dalej konstatujemy, czy 
mamy elipsę rzeczywistą (AA i CA < 0). czy urojoną (AA i CA>0), 
czy też koło (Q? = 0) rzeczywiste lub urojone. W przypadku dwóch 
prostych badamy, czy się przecinają (ò Æ 0), czy są równoległe 
(6=0),a w pierwszym przypadku, czy są rzeczywiste (ð < 0), 
czy też urojone (>œ 0), tak samo w drugim przypadku, czy są 
rzeczywiste (6' lub 8" < 0), czy też urojone (ò lub ò > 0), czy 
też się zlewają (ð = ò” = 0). 

2. Obliczamy spółrzędne środka w przypadku ô= 0, a rów- 
nanie prostej środków w przypadku 5=A=0. 

3. Piszemy równanie na S i obliczamy jego pierwiastki. 

4. Obliczamy spółczynniki kierunkowe kierunków głównych. 

b. Wprowadzamy nowe osie' mające kierunki główne i okre- 
ślone w poprzednich ustępach tego Rozdziału. 

6. Piszemy równanie w postaci kanonieznej (22), (3%) lub 
(41). 

7. Obliczamy w przypadku 6 == 0, A+E0 półosi, wzorami (24) 
lub wzorem (52), w przypadku 5=0, A-=E0 parametr wzorem 
(40), nareszcie w przypadku ô= 0, A=0 odległość dwóch pro- 
stych przy pomocy wzoru (44). 


www.rcin.org.pl 


327 
Rezultaty otrzymane możemy zawrzeć w następującej tabeli. 
Tabela: 
N = i. 
1 è>0. 1-14 = 0. Elipsa. 
1) AA i CA>0  wrojona, 
2) AAi CA<O rzeczywista. 
2 A= 0. 
Dwie proste urojone przecinające się. 
2. 8<0. 1. A-H0. Hiperbola. 
2. A=0. 
Dwie proste rzeczywiste przecinające się. 


IL SS=. 


E Parabola. 

2. A= 0. Lwie proste równoległe. 
11% albo 3” >0 

urojone sprzężone, 
2) 3 albo 5” <0 

rzeczywiste odmienne od siebie, 

3)88=0=0 

zlewające się ze sobą. 


Ćwiczenia. 


1. Zbadać i sprowadzić do kanonicznych postaci krzywe o równa- 
niach w układzie spółrzędnych prostokątnych 
z? + $ry + 3y? — 2r — 2y +21=0, ` (1) 
gt — Zry +y — Zr +y +1 =0. (2) 
2. Mając dane średnice OM, ON ze sobą sprzężone elipsy skon- 
struować jej osie 
(Konstruujemy na stycznej ¿ w punkcie M dwa wektory ME, MF 
tak, aby było 
ME. ME = — ON? (3) 
i aby kierunki OE i OF były do siebie prostopadłe). 
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ROZDZIAŁ XVIII. 


Twierdzenia Apolloniusza dla krzywych 
2-go stopnia. 


1. Twierdzenia Apolloniusza dla elipsy. 


W Rozdziale obecnym drogą analityczną udowodnimy pewne 
ważne twierdzenia o średnicach krzywych drugiego stopnia, które 
były już znane Grekom, i które Apolloniusz w dziele: „rż xwyixż* 
drogą geometryczną wyprowadził. 

Uważajmy w układzie prostokątnym elipsę o równaniu 


FL y* 
at hs — 1, (1) 
i dwa kierunki 1 i 2 ze sobą sprzężone i zawierające kąty œ i B 
z osią x. Mamy związek 
cosg eos , sin a sin p R 
ha l sz 0. (2) 
Uważamy punkt C leżący na średnicy odpowiadającej kierun- 
kowi 1, na dodatniem ramieniu średnicy i na elipsie. Uważajmy 
tak samo punkt D położony na średnicy odpowiadającej kierunkowi 2 
na dodatniem ramieniu i na elipsie. 
Oznaczmy przez a”, b* połowy średnie ze sobą sprzężonych 
CC'i DD', które nazywamy półśrednicami ze sobą sprzężonymi. 
Mamy 


a't costa | a'? sin? a 


a? j M wać l, (3) 
breostB | b'*sin*B 
zwy ab bł =l (4) 


Otrzymujemy zatem 3 równania (2), (3), (4) pomiędzy funk- 
cjami trygonometrycznymi dwóch kątów œ i 6. Jeżeli wyrugujemy 
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te funkeje trygonometryczne z tych równań otrzymamy pewien 
związek pomiędzy a, b, a',b'. 
Zauważmy w tym celu, że z równania (2) otrzymujemy 


cos © sin 8 sin æ cos B 
= , =—gp 1 (B) 
a b b a 
gdzie p jest pewnym czynnikiem proporejonalności od zera od- 
miennym. 


Fig. 19. 


Wstawmy wyrażenia na cosa i sina ze wzorów (5) w rów- 
nanie (3). Otrzymamy 
a's p'at . a? ptb? 
i sin? 5 4- ma cos? B = |, 
a więc 


bt a? 


p'a’? 


kale z | ef 


a więc ze wzoru (4) otrzymamy  « 
a't 
P'a 1, 
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a więc 
w 

= 8 GI 
? a 07 

gdzie e = + l. Otrzymujemy zatem następujące związki 
cos g i sing sina bł eos ĝ z 
sze 6 i | , = € r ? ( i ) 

a a 4a b a a 


Wstawmy teraz wyrażenie na eos«% w równanie (3). Otrzy- 
mamy związek zawierający tylko sinusy 
„abt sin* B sin” a i 
na 1 u m R 
a? bp? bt 


czyli związek 
a'? gin* x -t b? sint B == bł, (8) 


Wstawmy podobnie w równanie (3) wyrażenie drugie (7) 
dające sin u. Otrzymujemy związek zawierający tylko eosinusy 


p | ' zi 
gia 98 m an t cos* i M 
m , ; na WY 
a: a’? a? 
a więc 
a'* cos? æ -— b'* cost 7 = at, (9) 


Mamy zatem twierdzenie 

Twierdzenie 1: „Suma kwadratów rzutów półosi a, b 
ze sobą sprzężonych na oś x równa się kwadratowi półosi a, zaś 
suma kwadratów rzutów półosi na oś y równa się kwadratowi 
półosi b“. 

Dodając równości (8) i (9) do siebie otrzymujemy równość 


a't -p bt = a? t Dt, (10) 
a więc 
Twierdzenie 2: „Suma kwadratów półśrednie ze sobą 
sprzężonych równa się sumie kwadratów półosi“. 
Jest to pierwsze twierdzenie Apolloniusza dla elipsy. 
Zastąpmy teraz we wzorze (3) jedno cosa i jedno sin « przez 
wyrażenia dane wzorami (7). Otrzymamy 


a'tcosa b'sing a*sina Ò cosp 
. T S 4 ey E 7 —,| 
a a'b b a'a 


a więc 
a'b' sin (f = ©) = sab. (11) 
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Uważając te kierunki srednie ze sobą sprzężonych jako dodatnie, 
które zawierają kąty zawarte między 0 a m z osią », mamy e= -+ 1 


dla E zaś e = — 1 dla 5<aŚn. Równość (1) wyraża 


drugie twierdzenie Apolloniusza dla elipsy 

Twierdzenie 3: „Równoległobok wystawiony na dwóch 
półśrednicach ze sobą sprzężonych ma pole równe polu prostokąta 
wystawionego na półosiach*. 

Styczne w punktach C, C’ i tak samo styczne w punktach 
D, D' są do siebie równoległe. Tak samo proste CD, C'D' i proste 
C'D, CD' są do siebie równoległe. Otrzymujemy stąd twierdzenie 
de la Hire 

Twierdzenie 4: „Równoległobok, którego wierzchołkami 
są końce dwóch średnie ze sobą sprzężonych ma pole równe poło- 
wie pola prostokąta utworzonego przez styczne w wierzchołkach 


elipsy“. 


2. Drugi dowód twierdzeń Apolloniusza dla elipsy. 


Uważajmy drugi układ spółrzędnych Kartezjusza x’ y’, któ- 
rego osiami są średnice sprzężone |, 2, a kierunkami dodatnimi 
dodatnie kierunki tych średnic. W układzie tym równanie elipsy jest 


at jr =k (12) 


Uważajmy teraz niezmienniki 8, A. w należące do funkcji 
drugiego stopnia figurującej w równaniu (1) i tak samo niezmien- 
niki 6, A, w należące do funkcji figurującej w równaniu o: 
Niechaj dalej 6 i 6” będą kąty odpowiednio osi y z osią x i osi y' 
z osią x'. Mamy 


B=+3, W=j—a=qo. 


Mamy (Rozdział XII) związki 


śl (18) 


sin? sinzQ " (14) 


www.rcin.org.pl 


332 


Mamy 
1 
= arh’ 
1 l 
t= a? + b? 
i tak samo 
l 


" gsht” 


> 1 1 
RE: a? t pt 


w 


A więc otrzymujemy ze związków (13) i (14) 


= sin?g 


aty atb?’ 


Khofi) 


Dochodzimy zatem do związków poprzednich (10) i (11). 


3. Twierdzenia Apolloniusza dla hiperboli. 
Uważajmy hiperbolę H o równaniu 

Fa) yt A. 

aż | (mi ; (15) 


w układzie spółrzędnych prostokątnym. 

Uważajmy znów średnice 1 i 2 ze sobą sprzężone i obierzmy 
je jako osie nowego układu spółrzędnych «x, y, zawierające kąt 
0 =5— a =. Mamy teraz pomiędzy a i p związek 


cosg ceosB sinasin g 


ai b (16) 
-Pomiędzy z, y i «w, y mamy związki 
æ = 3 cos a |-y' cos Ë, (17) 


y = x sin g -+ y' sin b. 
Zastępując w równaniu (15) x, y przez wartości dane wzorami (17) 
otrzymamy równanie 


U a? 


A wF $ 
„(o g aAa EE šin? ĝ cos j = (18) 
cą 


Jeżeli średnica | przecina hiperbolę w punktach rzeczywistych, 
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natenczas średnica 2 przecina hiperbolę w punktach urojonych. 
Załóżmy, że kierunki dodatnie ł i 2 leżą w l-szej ćwiartee, Mamy 


==—a>0, 


b b 
ga<-, p> 


a” 


Na 
a, //H' d "4 PN 
Fig. 20. 


a więc oba spółczynniki przy x'? i y’? są dodatnie. Oznaczając je 
przez napiszemy równanie (18) w postaci 


z3 yt 
apa =l. (19) 


Dla y=0 mamy x =+u', dla z =0 mamy y = ib. 


PZU 
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Uważajmy teraz obok hiperboli H drugą hiperbolę H’, którą 
z hiperboli H otrzymuje się w sposób następujący. Osią rzeczywistą 
hiperboli H’ jest oś y, a osią urojoną oś v, półosią rzeczywistą 
półoś urojona b, a półosią urojoną półoś rzeczywista a hiperboli H.* 
Równanie hiperboli H’ jest więc 


2 2 
S E. (20) 


Uważajmy znów osie x’, y' ze sobą sprzężone i napiszmy 
równanie hiperboli H' w tych osiach. Otrzymamy równanie 


sinż 8  cos*5| cosł a sin? a 
A | — r a ` z << o 
yato =) zaf $ z = (21) 
A więc równanie hiperboli H’ jest 
i% +4 
= km |. (22) 


Y? a? 


Hiperboli H i H’ nazywają się hiperbolami ze sobą sprzężo- 
nymi (hyperboles conjugućes). 
Uważajmy teraz niezmienniki iw dla hiperboli (15). Mamy 


TA l 
"4 atha’ = 

i i (23) 
abe a? bt ` 


Uważajmy te same niezmienniki dla równania (19) hiper- 


boli H. Mamy 


l 
z ab” 
I 1 (24) 
aiim gt ba” 


Otrzymujemy na podstawie związków (13) i (14) między nie- 
zmiennikami. związki 
a't b't gin? y = a?be, 
l l A l I 
ANO pa = sinto — 5)» 
a więc związki 
aż — he=a* — bt (25) 


a'b' sin ę = ab, (26) 
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przyczem przez a, b” rozumiemy liczby dodatnie. Nazywając a'i b 
półśrednicą rzeczywistą 1 półśrednicą urojona ze sobą sprzężonymi 
hiperboli H widzimy, że półśrednice te są odpowiednio półśrednicą 
urojoną i półśrednicą rzeczywistą hiperboli H. Związki (25) i (26) 
wyrażają odpowiednio pierwsze i drugie twierdzenie Apolloniusza dla 
hiperboli : 

Twierdzenie 5: „Różniea kwadratów półśrednicy rzeczy- 
wistej i półśrednicy urojonej z nią sprzężonej hiperboli H równa 
się różnicy kwadratów półosi rzeczywistej i półosi urojonej. Albo: 
różnica kwadratów półśrednie rzeczywistych ze sobą sprzężonych, 
dwóch hiperbol H, H’ ze sobą sprzężonych równa się różniey kwa- 
dratów półosi rzeczywistych tych hiperbol*. 

Twierdzenie 6: „Równoległobók wystawiony na półśre- 
dnicach ze sobą sprzężonych hiperboli równa się prostokątowi wy- 
stawionemu na półosiach hiperboli. Albo: równoległobok wystawiony 
na półśrednicach rzeczywistych ze sobą sprzężonych dwóch hiperbol 
H, H’ równa się prostokątowi, wystawionemu na półosiach rzeczy- 
wistych hiperbol*. 

Równanie asymptot w układzie osi x, y' ze sobą sprzężo- 
nych jest 

pł ya 


a? h? 


= 0 (27) 


Stąd wynika, że styczne w punktach C, D, w których średnice ze 
sobą sprzężone przecinają hiperbolę H i hiperbolę H’ z nią sprzę- 
żoną przecinają się w punkcie Æ asymptoty. 


4. Dowody geometryczne twierdzeń Apolloniusza dla elipsy. 


Uważajmy elipsę Æ o półosiach a, b. Elipsę tę możemy uwa- 
żać jako przecięcie walca kołowego pewną płaszczyzną Il. W isto- 
cie, uważajmy walec prostokątny, którego podstawą jest koło K 
o promieniu b Walec ten można zawsze przeciąć taką płaszczyzną 
II, której przekrój jest elipsą Æ o półosiach a, b. 

Uważajmy dwie średnice CC’, DD ze sobą sprzężone elipsy Æ 
i rzutujmy je prostokątnie na podstawę walea. Otrzymamy dwie 
średnice GG”, HH' koła K. Średnice te są do siebie prostopadłe. 
W istocie, uważajmy cięciwę M.A’ elipsy równoległą do średnicy 
DD". Średnica CC” połowi tę cięciwę w punkcie P. Rzutujmy cię- 
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ciwę tę prostopadle na podstawę walca. Otrzymamy cięciwę NN’ 
koła, która jest równoległa do średnicy HH", a połowiona przez 
średnicę GG'. A więc cięciwa NN’ jest prostopadła do średnicy GG, 
więc średnice GG”, HH’ są do siebie prostopadłe. 


Naodwrót, mając dane w kole K dwie średnice do siebie pro- 
stopadłe GG', HH', otrzymamy w elipsie E dwie średnice CC, DD” 
ze sobą sprzężone, rzutując średnice koła na płaszczyznę elipsy 
równolegle do osi walca. 

Stąd otrzymujemy konstrukcję średnie ze sobą sprzężonych 
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w elipsie. Średnice FF”, GG’ koła K do siebie prostopadłe rzutu- 
jemy równolegle do osi x na elipsę £. 

Uważajmy w kole K promienie OF i OG do siebie prosto- 
padłe i zawierające odpowiednio kąty Q,, pę z dodatnim kierun 
kiem osi z. Mamy 


Tt 
= z: 


Punkty F, G mają odpowiednio spółrzędne mı, y, i X4, Yz 


Fig 22. 


Ty = b cos Dy, y, = b Bin Qj, 
X, = b CO8 94, y = b sin g,. 


(28) 


Punkty C i D rzuty punktów F i Œ równolegle do osi æ mają 
odpowiednio spółrzędne <;, y; i £4, y,. Mamy 


Ys = Y1» Ye = Ys, (29) 
a więc 
a? 
4 za? — 5 y = at cos! o, 
a? 
są == Qa? — ja y = at COB? Qh, 
Geometrja analityczna na płaszczyznie. 22 
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więc 
La = a COS $y, Ya = b sin pa, (30) 
ty =a COB gą, Y, = b Bin 9,. , 
Ale 
COS Pa = — SIN Gy, 


SiD Pe = COS Qi, 
a więc mamy 


B) g+ęi=«a B) skń=b 
(Twierdzenie 1.). Dodając otrzymamy 
ttnt +y =at +b (33) 
(Twierdzenie 2.). 
Oznaczając przez œ, B kąty promieni OC, OD z osią x mamy 
tę =a' 008 Z, Y, Za'sin a, 34) 
w, =U cos B, y = b' sin ĝ, RY 
a więc k 
Tsy — zy, = 0'b' sin (B — a). 
Dalej mamy ze związków (30), 
Ty, — Leys = ab(cos p, SIN P, — COB Py Bin Q) = ab. 
Dochodzimy zatem do związku 
a't sin (5 — a= ab, (35) 
(Twierdzenie 3.). 
Ze związków (30), otrzymujemy 
s 
Tays = — yta; (36) 
tj. dwa prostokąty wystawione na bokach leżących na osiach z, y, 
a mające odpowiednio połowy średnic OC i OD ze sobą sprzężo- 
nych jako przekątnie są sobie równe. 


5. Twierdzenie Plicker'a dla elipsy. 

Uważajmy znów elipsę (Fig. 22) i średnice CC’ DD" ze sobą 
sprzężone. Uważajmy dowolną prostą / przechodzącą przez począ- 
tek O układu i zawierający kąt y z dodatnim kierunkiem osi x. 
Uważajmy prostopadłe rzuty odcinków OC i OD na tę prostą. 
Wartości ich są odpowiednio 6 


a’ cos {a — y), b' cos (B — y). 
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Uważajmy sumę kwadratów tych rzutów 
a? cost (4 — y) + b: cos? ($ — y). 
Równa się ona 
a'? costa costy 4- a'? sinta sin?y -+ Za”? cosa cosy sina siny -f 
+- '? cos*$ costy -|- B'* sin?$ sin?y -|- 24°? cos$ cosy sing siny = 
= (a? costa -|- b'? ©os*5) costy -p (a't sin? 2 -- b? sin”B) sin?y -+ 
+ 2(a'? sina cosg -- 4** sing cos) sin y cos y. 
Ze wzorów (8), (9), (36) otrzymujemy związek 
a’? cost(4 — y) -|- bt cos?($ — y) = a? costy -p bł sin%y, (37) 
który wyraża twierdzenie Plicker'a : 
Twierdzenie 7: „Suma kwadratów rzutów prostopadłych 


półśrednic ze sobą sprzężonych na dowolną prostą / jest stała i równa 
się sumie rzutów prostopadłych obu półosi na tę prostą*, 


Ćwiczenia. 
1. Znaleźć dla elipsy kierunki ze sobą sprzężone, których średnice 


są sobie równe. 
2. Zbadać, czy odwrolności twierdzeń Apollonjusza są słuszne. 


22* 
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ROZDZIAŁ XIX. 


Ogniska i kierownice krzywych drugiego stopnia. 


1. Spółrzędne biegunowe na płaszczyźnie. 


Oprócz spółrzędnych Kartezjusza używa się często w geometrji 
analitycznej spółrzędnych biegunowych. Uważajmy dowolny punkt P 
na płaszczyźnie i prostą p przechodzącą przez punkt P, na której 
obieramy dodatni kierunek. Uważajmy dowolny punkt M i prze- 
prowadźmy przez P i M prostą l obierając na niej dodatni kieru- 
nek. W razie gdy P schodzi się z M uważamy dowolną prostą 
przechodzącą przez P. Oznaczmy przez r długość wektora PM, 
a przez o kąt < (p, l) osi l z osią p 


059 <2r. (1) 


Do każdego punktu M należą oznaczone wartości na r i 4, 
z wyjątkiem przypadku gdy M schodzi się z P, w którym to przy- 
padku ọ jest dowolne. Zależnie od obioru kierunku na prostej l 
należą więc do danego punktu M dwa układy wartości na r i o. 
Rozumiejąc przez r, o jeden z tych układów mamy na drugi układ 
wartości 


—-r, p+ em, 
gdzie e = -+ 1, gdy mamy 
0z9<"n, 
zaś s = — 1, gdy mamy 
nzy<2m. 


Naodwrót do układu danego r, ę, gdzie o spełnia nierówności 
(1) należy oznaczony punkt M. 

Jeżeli na r nałożymy warunek, aby nie było ujemne, r = ©, 
natenczas do każdego punktu M odmiennego od P należy jeden 
oznaczony układ liczb r, $. 
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Liczby r, p nazywają się spółrzędnymi biegunowymi (coordonnées 
polaires) punktu M, a mianowicie r promieniem wodzącym (rayon 
vecteur), a p amplituda (amplitude) w układzie spółrzędnych biegu- 
nowych, którego biegunem (pôle) jest punkt P a osią biegunową (axe 
polaire) oś p. Układ spółrzędnych biegunowych, w którym r może 
być dodatnie lub ujemne, nazwiemy ogólnym układem biegunowym, 
a układ, w którym r jest = 0, szczególnym układem biegunowym. 

Uważajmy teraz obok układu spółrzędnych biegunowych układ 
osi Kartezjusza æ, y prostokątny, o początku O w biegunie P a o osi 
«© schodzącej się z osią biegunową p. Spółrzędne x, y dowolnego 
punktu M na płaszczyźnie wyrażają się przez spółrzędne 7, p w na- 
stępujący sposób 

T = r Cos Q; 

y = rain g. (3) 

Ze wzorów tych otrzymujemy r, o wyrażone przez x, y. A miano- 
wicie mamy 

n=cfo Ep, (4) 

cosy = zr M 

sy D 


Przytem e równa się + 1 dla ogólnego układu biegunowego, a równa 
się -- 1, dla szczególnego układu biegunowego. 


2. Równanie biegunowe elipsy. 


Uważajmy elipsę o równaniu w układzie spółrzędnych pro- 
stokątnych 
zł, yż 


pTa=" (6) 


Wprowadźmy układ spółrzędnych biegunowych, którego biegunem 
jest prawe ognisko F elipsy o spółrzędnych Kartezjusza c, 0, a któ- 
rego osią biegunową p jest oś x-ów. Jeżeli przez r, p oznaczymy 
ogólne spółrzędne biegunowe punktu M na elipsie, którego spół- 
rzędne Kartezjusza są x, y, mamy 


æ = t -4 r COBY, 
y =r sinp. 


(7) 
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Wstawiając wyrażenia (7) w równanie (6) elipsy otrzymamy 


(c +r cosp)? , r? sinżp zi 
at "8 d 


a więc 


rtcos*p , rèsinto , Zrecosp , œ 1=0 
TV "w" m Vy 


a? b? i ą* i a? 


Fig. 28. 
więc 
rt  rteostp  rteosły | Zrecosp bt 
Taye ©, i TARG a 0, 
BR płeżeosty , Hrecosp b3 _ 0 
be asóż ( "AE: 77% 
r? recosp bs 8 
a-l ab -,) = (8) 


Stąd otrzymujemy wyciągając pierwiastek 


r __ [receoso b 
( ab a 


gdzie e = + |, a więc 
eb? 


A (9) 
a — ec coso 


r=— 
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Nazywamy parametrem elipsy (paramètre) liczbę p określoną 
wzorem 


p= R (10) 


a mimośrodem liczebnym elipsy (excentricitć numérique) liczbę e 
określoną wzorem 


(11) 


c 
e = —. 
a 


Liczba p jest miarą rzędnej punktu elipsy, którego odcięta ma 


miarę c, albowiem wstawiając w równanie (6) c zamiast « otrzy- 

- b: Ti : : IM. * 

mujemy y = + —, a więc jest miarą rzędnej wystawionej w ognl- 
a 


sku elipsy. 
Wzór (9) możemy teraz napisać w postaci 


r= 127. AE (12) 


~ l— eetos 


Do każdego p należą dwa punkty elipsy odpowiadające wartościom 
e = + 1. Naodwrót, do każdego punktu M elipsy należą dwa układy 
r, o spółrzędnych biegunowych 
Ti, P Í r, Qe- 
Przytem jedna z liczb ry, rą np. 7, jest dodatnia, a druga r, ujemna 
i równa — r,. Między q, i gę zachodzi związek 
7 = 4, HET. 
gdzie e = + 1. Możemy więc na r, i ry w zależności od amplitudy 


o napisać dwa wzory 


"M: L= = PEP ; 
"i ET -+- © cos p” SE = l — e cosp (13) 


Równanie (12) nazywamy równaniem elipsy w spółrzędnych 
biegunowych ogólnych, a równanie 


ZY Kit 
"=1+kecsę (14) 


równaniem elipsy w spółrzędnych biegunowych szczególnych, dla pra- 
wego ogniska jako bieguna. 
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Możemy teraz obrać biegun w lewem ognisku elipsy, F”. Teraz 
mamy związki 
r= — ce- i Cosy, (15) 
y = ran p. 
W poprzednich wzorach należy c zastąpić przez — c, a więc 
e przez —e. Z równania (12) otrzymujemy równanie ogólne biegu- 
nowe elipsy dla lewego ogniska jako bieguna 


u =. AR PREZ 16 
"ró 1 60089 (16) 
Wartości e = — I, odpowiada równanie 
+ DR ZMR m 
r= ecos (19) 


elipsy w spółrzędnych biegunowych szczególnych dla lewego ogniska 
jako bieguna. 

Widoczna, że równanie (17) otrzymujemy z równania (14) 
pisząc p-m zamiast o, a więc zmieniając dodatni kierunek osi 
biegunowej na przeciwny. W istocie, jeżeli obrócimy układ spół- 
rzędnych Kartezjusza z, y o kąt +w dokoła O; wówczas lewe 
ognisko elipsy przejdzie w prawe i naodwrót. 


3. Równanie biegunowe hiperboli. 
Uważajmy hiperbolę o równaniu 


gi yt 
"Wi. zę 


(18) 
w układzie spółrzędnych prostokątnych. Obierając biegun w pra- 
wem ognisku hiperboli, a jako oś biegunową oś x-ów, mamy 

© = è -f r Cos Q, y=rsin y. 
Mamy więc równanie 


(e+ reosq)*  r*sin*ę _ 1 
a? | =", 


zatem 


r2 , ricosio , r3G08*”5 | Żrccoso , c? 
i a -L 
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rt , rSćSoosio , Żr cła 
Ty ab t +a 
ra re cos g b)? 
b ( ab a A "A 
otrzymujemy więc 
r [recos , b) 
ps | ab "a 


gdzie e = + 1. 
Wprowadzając znów parametr hiperboli określony wzorem 


© as (10) 


równy mierze rzędnej hiperboli w ognisku i mimośród liczebny 
hiperboli e 


(11) 


= 


dochodzimy do wzoru 

= sp 2 

jj | —eccos p (20) 
Każdemu o odpowiadają znów dwa punkty hiperboli. Każdemu 
punktowi M hiperboli odpowiadają dwa układy spółrzędnych bie- 
gunowych 

M ol rup 
gdzie rą = — r}, i np. r, jest dodatnie, zaś p, =g, + em, e=+ 1. 

Mianownik 
| — se cos 9 

we wzorze (20) może być teraz dodatni, ujemny lub równy K 
zależnie od kąta 9. Jeżeli przez } oznaczymy dodatni kąt < Š» 
jaki dodatni kierunek asymptoty a hiperboli położonej w 1-szej 
i 3-ciej ćwiartce zawiera z osią 2, mamy 


1 


a 
c = = -. 
ae c € 


Dla £ =--1 mianownik jest dodatni, gdy zachodzi nierówność 


ec0s9 < 1, 
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ujemny, gdy zachodzi nierówność 


e cos p > 1, 
równy zeru, gdy mamy 
ec08p= l. 


A więc mianownik jest dodatni, 


o 
izl 
x 
x 
8 


gdy o spełnia nierówności | 

żr—b>9>g, (21) 
jest ujemny, gdy 6 spełnia nierówności 
(22) OZp<y lub (23) Zr>qo>2r—q, 


równa się zeru. gdy mamy 


(24) p=4 lub (25) p=2n—4. 
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Dla s = — 1, mianownik jest dodatni, gdy zachodzi nierówność 


ecos p > — |. 
jest ujemny, gdy mamy 

ecosp< — I, 
równy zeru, gdy mamy 

e cos p= — |. 


A więc mianownik jest dodatni, gdy ọ spełnia nierówności 


r-+>9=0 (26) 
lub nierówności 
rig? (27) 
jest ujemny, gdy mamy 
r—Yię<zx+tp (28) 
równa się zeru dla 
QER W (29) 
i dla 
p=r+y. (30) 
A więc dla s = + I, mamy 
e p 41: 
= | — ecosg' (31) 
dla p spełniającego nierówności (21), a dla s = — 1, mamy 
y= p (32) 


erari 
dla g spełniającego nierówności (28). 
Dla ę spełniającego nierówności (28) mamy 


| — e ċos p > — (1 + e cos g) > 0, 
a więc mamy 


>. (38) 


Zatem wzór (31) daje nam punkty położone na prawej gałęzi hiper- 
boli, a wzór (32) daje punkty położone na lewej gałęzi hiperboli. 
Wynika to też stąd, że dla p = z, mamy 


p ez 
l-e 


* 
A 
| = 
sA 


r 
r, = 
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Obierzmy teraz lewe ognisko F” hiperboli jako biegun. Należy 


teraz zmienić c na —ce, a więc e na —e we wzorze (20). Mamy 
= o. JAM 

=T keecosę' (84) 

Przypadek ten sprowadza się do przypadku poprzedniego, jeżeli 

kąt p zastąpimy przez kąt o + r. Teraz mamy wzory: dla = — 1, 
DZ EE 1 SP” az 

ET 1] —ecoso' (35) 


dla prawej gałęzi hiperboli, zaś dla e = +4- 1, 


A R (86) 


4. Kierownice elipsy. Równanie elipsy odniesionej do ogniska 
i kierownicy. 

Uważajmy dowolny punkt M elipsy. Obierzmy znów prawe 

ognisko F' jako biegun, a oś z jako oś biegunową. Mamy związki 
(7). Z równania (6) elipsy otrzymujemy 


z? , r*sin*o 


"5 FT TWEJ, 
więc 
j z —cj* 

- r2]1 —| = | Jk 
a’ be 4 
ve œ (2—6) 
bt E Ga t= 0, 
r? A czt , Zee a? 0 
b ag) e 5 " 
r? ez aj? 
lae Z) 9 


Wyciągając obustronnie pierwiastek otrzymujemy równanie 
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d 222)" cz | 
p= elan b!" 


À Ą © A A 
dzie £ = 1, a wprowadzając e =— mamy równanie 
, p JĄ a 


a? 
r= ce|z — =): (37) 
Ponieważ mamy nierówność | 
|r| Za. 


: G7>) : ; ME Ga , 
więc © — — jest ujemne. Każdej wartości na x odpowiadają dwie 
wartości na r, jedna ujemna, druga dodatnia. Oznaczając przez r, 
wartość dodatnią mamy równanie 


a? 


A z) : (88) 


r, = e| 
1 
c 


Każdej wartości na » odpowiadają dwa punkty M, M posiadające 
to samo »,. Równanie (38) ma znaczenie geometryczne następujące. 
Uważajmy prostą k prostopadłą do osi x o równaniu 


æ = =0. (89) 


Prosta ta przebiega zewnątrz elipsy i nazywa się kierownicą (direc- 
2 
trice) elipsy, należącą do prawego ogniska elipsy. Otóż =g jest 


to absolutna odległość MP punktu M elipsy od kierownicy k. 
Oznaczając ją przez d otrzymamy związek 


fa =cd, (40) 


T. zn, że stosunek odległości punktu M elipsy od prawego ogniska 
i prawej kierownicy ma wartość stałą, równą mimośrodowi licze- 
bnemu e elipsy. 

Uważajmy teraz lewe ognisko. F” elipsy. Aby otrzymać teraz 
równanie pomiędzy r a x należy we wzorze (29) zastąpić c przez — c 


at 

=gelx à 41 

es (z -r JE (41) 

z 
a ponieważ s+* jest zawsze dodatnie, więc mamy równanie 

, a* 

ń=e|r+ ]. (42) 
` c 
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Uważamy prostą k’ o równaniu 
a? 
zt === 0, (43) 


prostopadłą do osi z-ów mającą od osi y tę samą odległość co kie- 
rowniea k lecz położoną po stronie ujemnych æ. Prósta ta nazywa 
się kierownicą należącą do lewego ogniska elipsy. Oznaczając przez 
d' odległość bezwzględną punktu M' elipsy od kierownicy k* mamy 


związek 
BEZ c (44) 


gdzie r; jest to bezwzględna odległość punktu M” od ogniska lewego. 
Stosunek odległości punktu M' elipsy od ogniska lewego i od lewej 
kierownicy równa się znów liczbie e. Rezultat ten jest zresztą 
oczywisty, jeżeli dodatnie kierunki osi Kartezjusza x, y zamienimy 


na przeciwne. 


5. Kierownice hiperboli. Rownanie hiperboli odniesionej do 
ogniska i kierownicy. 
Uważajmy hiperbolę o równaniu (18) i związki (19) dla pra- 
wego ogniska hiperboli. Z równania (18) otrzymujemy 


z? rs(1 -- tos? p) R 
a? p? 
æ r? (z— c) 

ne 1=0 
a? b? ht 
r? c? r? E T a? 0 
U a? b? ,2 ża — 


p lab b 


Wyciągając pierwiastek otrzymujemy równanie 


=") 4) 


gdzie e = + 1. A więc otrzymujemy równanie 
r=cefr—" |, (46) 
5 c 


gdzie e = + 1. Oznaczmy znów przez r, dodatnią wartość na r. 
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Uważajmy prawą gałąź. Ponieważ mamy « > a, więc mamy 


a więc znakowi e = 4+ 1 odpowiada dodatnia wartość na r i mamy 


c. |æ "| ` (47) 


2 
Dla lewej gałęzi hiperboli mamy goi < 0, a więc należy 
obrać e = — 1 


|€ 


n =e = e) s (48) 


Do każdej wartości na æ należą dwa punkty na hiperboli. 
Równanie (46) nazywa się równaniem hiperboli odniesionem do 
prawego ogniska i do prawej kierownicy, tak samo jak dla elipsy, 
albowiem prosta k o równaniu 


= = 0, (49) 


przebiegająca prostopadle do osi z pomiędzy prawą gałęzią hiper- 
boli a osią y nazywa się, jak u elipsy kierownicą prawą hiperboli. 
Odległość punktu M hiperboli od kierowniey równa się eo do war- 


z 
tości bezwzględnej gm A więc oznaczając ją przez d mamy związek 
> 
r, ==ed (50) 
dla prawej gałęzi hiperboli. Ten sam związek mamy dla lewej ga- 
łęzi biperboli, dla której mamy równanie (48), a 
a” 


— z 
c 


jest dodatnie. j 
Uważajmy teraz lewe ognisko F” hiperboli. Otrzymamy rów- 
nanie hiperboli pomiędzy r a x odniesiona do lewego ogniska jako 
bieguna i do dodatniego kierunku osi z jako osi biegunowej, zastę- 
pując w równaniu (38) c przez — c. A więc mamy równanie 


r= se|e 4”). (51) 


Dła prawej gałęzi hiperboli mamy 
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a? 
„=c(r+"), (62) 
a dla lewej gałęzi 
r =— e (z = : (53) 


c 


Mamy teraz kierownicę k” należącą do lewego ogniska F", o równaniu 
x+ —=0, (54) 


położoną względem osi y symetrycznie do kierownicy k, i znów 
zachodzi związek (42). 


6. Równanie biegunowe paraboli. 
Uważajmy parabolę o równaniu 
y =2pz (55) 
w układzie spółrzędnych prostokątnym i wprowadźmy układ spół- 
rzędnych biegunowych, którego biegunem jest ognisko F paraboli, 
a osią biegunową oś x, Mamy związki 
z=% 4+ r cos P, (66) 


y = r sin o. 
Otrzymujemy równanie 


r3(1 — cos? 9) = 2p(5 -+r cos e) 
więc 
r? = (r cos ọ +- p)? 


Wyciągając obustronnie pierwiastek otrzymujemy 
r = e(r cos g -|- p), 


gdzie e = + 1, a więc równanie 


s ep š 
"== e cosg. (57) 


Oznaczając przez r, dodatnią wartość na r mamy równanie 


„mP (58) 


— 1— cosp" 
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7. Równanie paraboli odniesionej do ogniska i kierownicy. 


Kierownicą paraboli nazywamy prostą k o równaniu 
+5=0. (59) 


Aby otrzymać równanie paraboli odniesionej do ogniska Æ i kie- 
rownicy k zastępujemy w równaniu (55) paraboli y wzorem (56). 
Mamy 


r? sin? p= 2pr 
wię? 


er AE 
Wyciągając pierwiastek otrzymujemy równanie 
r=efe +5); (60) 
gdzie e = + 1. Mamy więc równanie 
n=s+i. (61) 


Ponieważ odległość d punktu M paraboli od kierownicy k równa 


się co do bezwzględnej wartości z- 


d = -= A , 
więc otrzymujemy związek 
ro d (62) 


8. Ogolna teorja ognisk i kierownic krzywych drugiego stopnia. 
Uważajmy równanie ogólnej krzywej drugiego stopnia 
Ax? + Bzy 4- Cy +2 Dx +2 Ey 4+ F=0Q. (63) 


Spytajmy się, czy istnieją takie punkty F'i proste k na płaszczyźnie, 
że dowolny punkt M krzywej (63) posiada odległości r i d od 


Geometrja analityczna na płaczczyznie 2% 
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punktu F i od prostej k stojące do siebie w stałym stosunku. Na 
odległość r mamy wzór 


r? = (z — a)? + Ż(0 — a) (y — b) cos 8 -+ (y — b)?, (64) 
gdzie a, b są spółrzędne punktu F, a na odległość d wzór 
(lz -+ my -+ n)? 


J==sanif_* 35) 
d sin mimt — Zim cósó' (65) 
przyczem równanie prostej k jest 
lx -4 my--n=0. (66) 
Mamy więć związek 
ya = edt, (67) 


gdzie e jest pewna liczba stała niezależna od punktu M. Punkt F 
nazywa się ogniskiem, prosta k kierownicą i mówimy, że mamy 
ognisko i kierownicę do siebie należące. 

Aby znaleźć wszystkie ogniska i kierownice do siebie nale- 
żące należy porównać ze sobą równanie (63) i równanie, które 
otrzymuje się ze związku (67) 


(z — a)? + 2(z — aj(y — b) cos 8 -+ (y — b): — 
29 (le-+ my + n)* z (68) 


:-m*—2imcosó ` 


— etsin 


Jest to równanie stopnia drugiego. Wiemy, że warunkiem koniecz- 
nym i wystarczającym, aby dwa równania stopnia drugiego przed- 
stawiały tę samą krzywą drugiego stopnia jest, aby spółczynniki 
obu równań były do siebie proporcjonalne. Możemy zawsze założyć, 
że mamy 

e* sin? À = /2 += m? — 2/m cos D, 69) 
albowiem możemy równanie (66) kierownicy pomnożyć przez 


1= e sin 
EŃ ye + mt — 2/m cos b 


l'x -4 m'y -4n =0, 


l = kl, m = km, N’ == kR. 


(70) 


i uważać równanie 


gdzie 


Mamy zatem równanie 


(x — a)? +- 2(1 — a) (y — b) cos 6 + (y — b)? — (11) 
- — ((z -- my -++n')* =0. 
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Znając l’, m, n’ otrzymamy e ze wzoru 
e? sin? O — lt -+ m't — 27m" cos 0. 
Chodzi zatem o znalezienie liczb a, b, 2, m, n, pọ Æ 0, speł- 
niających równania 
pPA=1-—BR oB = cos (| — Im, pl=l—m? 
pD=—a —beosf — ln, pE —— b—a cos 0 — mn, (72) 
pF =a! + Zab cos À -|- bt — ne, 
Z pierwszych trzech równań otrzymujemy 


b= 1 — pd, Im = cos A — gB, m? = | — pC, 


a więc 
(1 — pA) (1 — p C) = (cos 6 — p B)?, 


zatem równanie 


933 — pw -+ sin? 6 = 0, (13) 
a więc 
rik. ea e aT ESL 
p= zlo + Vo 46sin*6] = 5, (w + Q), (74) 
a jeżeli 5 = 0, mamy 
sin? 4 
Tea 5 


9. Zastosowanie do elipsy i do eiipsy urojonej. 


Uważamy równanie elipsy w układzie spółrzędnych prosto- 
kątnych 


E+E- =o. (76) 


Mamy do spełnienia następujące związki 


E=1-h 0= m, E=1— mt 
: ę (17) 


Mamy więc następujące przypadki: 
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L 1=0. 
=a}, 
- — 
m=1—5=- 5 więc 
© 
m =si—, 
gdzie £ = + 1, 
a = Ù, 
b E 
ba — n= — at, 
2 — 
(+= " 
n= eb, 
gdzies = + l, A 
b= — eric, 


A więc otrzymujemy dwa urojone ogniska na osi y 


a= Ù, b= — eric (18) 


i dwie urojone kierownice o równaniach 


„b 
y—icec==0, (79) 
© 
odpowiadające tym ogniskom. 
IL. m =0. 
Teraz mamy S 
p=b, 
w fiol 
B=] = ==; więc 
aż a 
s=R -4 - 
a 
gdzie £ = + |. 
b= 0, s 
a= — ln = — ne ka n 
A a e a 
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gdzie £ = + 1, 


A więc otrzymujemy dwa rzeczywiste ogniska na osi z 
a=—se',  b=0, (80) 


i dwie rzeczywiste kierownice o równaniach 
„a% 
r+see_ =0 (81) 
c 


Są to znane nam już rzeczywiste ogniska i kierownice. 
Uważajmy teraz równanie elipsy urojonej 


zł y? 
=+ = l =0, (82) 
a b: 
w układzie spółrzędnych prostokątnym. Teraz mamy znów równania 
(77), ale w ostatniem równaniu mamy p zamiast — p. 


TO: 
Mamy znów 


m= cgi „” 
b 
gdzie e= 1, 
nè (m* — 1) =, 
n? = — b, 
n=s'ib, 
gdzie £ = + 1. 


Otrzymujemy zatem spółrzędne dwóch ognisk 
a=0,  b=eee (83) 
i równania dwóch kierownie 


ypes = 0, (84) 


Zatem ogniska te i odpowiadające im kierownice są rzeczywiste. 
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II m ==0. 
Mamy znów, z 
— kl. 
a 
gdzie = + 1, 
n*(ł: — 1) = b$, 
n? = be 
r = e ia, 
gdzie e = + 1. 


Otrzymujemy zatem dwa urojone ogniska 
a= — sf ie, b=0 (85) 
i odpowiadające im dwie urojone kierownice 


pe) 
ar 


t+ eris =0. (86) 


10. Zastosowanie do hiperboli. 


Uważamy równanie hiperboli w układzie spółrzędnych pro- 
stokątnych 

zł y! 

ad 5a 


i=6 h (87) 


Mamy znów związki (77), w których jednak w trzecim mamy — p 


zamiast p. z 
l g=Uu 
Mamy 
Ę 
m= 
gdzie = + 1l, 
n= eibh, 
gdzie € = + 1. 
Stąd otrzymujemy dwa ogniska urojone na osi y-ów 
a = Ü, b= — eric (58) 


i odpowiadające tym ogniskom kierowniee urojone 


„b 
ykeci= u, (89) 
č 
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II m =Q. 
Teraz mamy 
i=re £ d 
a 
s=4+ 1, 
n=e'a, 
e=+1, 


a więc mamy dwa ogniska rzeczywiste na osi ©-ów 
a = — e'e, D==ll) (90) 


i odpowiadające tym ogniskom kierownice rzeczywiste 


a? , 
c-+-e-=0. (91) 
e 


11. Zastosowanie do paraboli. 


Porównywając równanie (55) paraboli z równaniem (71) otrzy- 
mamy równania 

— |= = — m = p r 

1-/ 0, im =0, l— m 7 (92) 


— | — ln == — PP. = b= mu =0, a? -|- be — p =0. 


A więc mamy 


ł=s 
gdzie e = + 1, 
m = 0, 
p = 
b0, 
n=e'a, 
gdzie € = + 1, 
a--ee'a=p 
a więc 
sz =+-l, 
e =e, 
A 
N=e7. 


Dochodzimy więc do jednego rzeczywistego ogniska 
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amp, K==U (93) 


i do jemu odpowiadającej rzeczywistej kierownicy 


+4, =0. (94) 


12. Styczne krzywej drugiego stopnia przechodzące 
przez ogniska. 

W obecnym ustępie udowodnimy pewne twierdzenia o stycz- 
nych do krzywych drugiego stopnia przechodzących przez ogniska. 

Uważajmy dowolny punkt P o spółrzędnych a, b i wypro- 
wadźmy równanie stycznych do krzywej (63) drugiego stopnia 
przechodzących przez ten punkt. 

Uwazajmy w tym celu prostą / przechodzącą przez punkt P 
daną równaniami parametrycznemi . 


© =a -+ hd, y =b-+- nd (95) 
i wyraźmy, że ta prosta ma jeden jedyny punkt wspólny z krzywą 
drugiego stopnia (63). A więc równanie drugiego stopnia na d, które 
otrzymamy wstawiając w równanie (63) wyrażenia (95) na 2, y 
ma wówczas pierwiastek podwójny. Jestto równanie 
A(a 4 Xd): 2B(a + 1006 + ud) + CG pat+ gg, 
-+ 2 D(a + Ad) + 2E(b + ud) -|- F = 0, 
więc równanie 
gQ, p)d? + 20a + Bp) + fla b) = 0, (97) 
gdzie mamy 
a = Aa + Bb + D, 5 = Ba + Cb + E. 


Wyróżnik równania (97) przyrównany do zera daje równanie 


PA, p) fla, b) — (xà + Bp)? = 0. (98) 
Jest to równanie jednorodne drugiego stopnia względem A, p. Spół- 
rzędne x, y dowolnego punktu M stycznej t poprowadzonej z punktu 
P do krzywej (63) muszą więc spełniać równanie, które otrzymamy, 
wstawiając w równanie (98) zamiast A, p wyrażenia x — a i y — b. 
Jest to równanie 


p(z— a, y — b) fia, b) — [a(z — a) + B(y — b) =0. (99) 
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Naodwrót, jeżeli spółrzędne x, y punktu M spełniają równanie 
(99), natenczas spółczynniki kierunkowe A, u prostej / przechodzącej 
przez punkty P i M spełniają równanie (98), a więc prosta ta ma 
jeden jedyny punkt wspólny z krzywą drugiego stopnia (63), tj. jest 
styczną do krzywej. A więc równanie (99) jest równaniem (dru- 
giego stopnia) stycznych poprowadzonych z punktu P do krzywej 
drugiego stopnia (63). 

Równanie (99) możemy napisać w innej postaci, Mamy 


fiz, y) = flx —a + a, y — b +b) =/(a,b) H2a(z — a) -+ 
-+ ZBly — 6) +p — a, y — b), 
więc 
ple — a, y — b) = fiz, y) — fla, b) — Za(x — a) + Bly — b), 


dalej 
a(x — a) -Bly — b) = ax + By + y — f(a, b), 
gdzie 
y=Da+ Eb 4 F. 


A więc równanie (99) możemy napisać w postaci 


fla, y) fla, b) — f*(a, b) — 2|a(1 — a) + Bly — H) /(a, b) — 
— [x(z — a) +- fly — b)? = 0, 
a więc w postaci 


fla, y) fla, b) — (ax + By +y) =. (100) 


Z postaci równania (100) bezpośrednio widać, że krzywa przed- 
stawiona tem równaniem przechodzi przez punkt P(a, b). Dalej prze- 
chodzi ona przez punkty styczności stycznych £ z punktu P do 
krzywej poprowadzonych, albowiem punkty styczności leżą na 
przecięciu krzywej danej (63) z biegunową 


az-|-By+y=0 (101) 
punktu P. 
Równanie (100) możemy jeszeze napisać w innej postaci, wpro- 
wadzając wielkości 
= Ag +- by pa D, 
= Bz + Cy + E, (102) 


Y= Dre Ey +F. 


a 
J 
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fla, vj = as +y +7, 
/ (a, b) zaa Bb +y, 
za +- Bb -q szax +-py+-y: 


więc równanie stycznych (100) można napisąć w postaci wyznacznika 


az+ By +y  za+-Bb+qy|_p (103) 
ax -+ py +y za + Bhd- y ; ; 


Uważajmy teraz równanie krzywej drugiego stopnia w po- 
staci (71) i napiszmy równanie stycznych poprowadzonych z ogniska 
F(a, b). Zakładając układ spółrzędnych prostokątny mamy: 


A=1—BP, B=— Im, ©=1l— m 
D=—a— Ìn, E=—b— mu, F= a? b? — nz, 
a więc 
a = (1 — F)a— imb — a — ln = — lila + mb -+ n) 
p= — lma 4+ (1 — m?)b — b — mn = — mila -- mb +n), 


y= — (a+ inja- (b mn)b + a? +- b2 — n* =— n(fa -+ mó-|-n). 


A więc mamy tożsamość 


ar + By -+ y= — (la + mb -+ n)(lr -my + n). (104) 


Jeżeli więc wyrażenie 
la — mb- n (lub) 

nie równa się zeru, tj. ognisko nie leży na kierownicy do niego 
należącej. natenczas biegunową ogniska jest kierownica do uiego 
należąca. Jeżeli ognisko leży na kierownicy, natenczas biegunowa 
ogniska jest nieokreślona. Z równania (71) wynika, że wówczas 
ognisko leży na krzywej drugiego stopnia. 

Uważajmy równanie (100) stigann z ogniska do krzywej 
poprowadzonych. Mamy 


f(a, b) = za -+ Bb -4y = — (la -+ mb -+ n)t, (106) 
więc 
Fe, y)/ (a, b) — (ar + By -y'= 
= — (ła + mb + n) [F(x y) + (Ir my -+ n= (107) 
= — (la + mb +- n)*|(z — a)? -+ (y — bye]. 
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Równanie stycznych jest więe identycznie równe zeru. jeżeli 
ognisko położone jest na kierownicy, tj. jeżeli wyrażenie (105) równa 
się zeru. W przeciwnym razie równanie stycznych jest 


(z — a)? + (y — b} = 0, (108) 


tj. przedstawia dwie proste minimalne przechodzące przez ognisko. 

Przypuśćmy teraz naodwrót, że punkt P(a, b) posiada tę wła- 
sność, że styczne z tego punktu poprowadzone do krzywej dru- 
giego stopnia są prostymi minimalnymi. Wówczas mamy tożsamość 


f(x, y) fla, b) — (ax +- ży + y)? = k|(x — a)? + (y —b)), (109) 


gdzie k jest pewna stała od zera odmienna. Jeżeli P nie leży na 
krzywej, mamy 


J(a, y) = (az +- By + y) + kile — a)? + (y — B)?J. 


fia b) 


A więc równanie krzywej SĘ stopnia ma postać 


(6 — 0: +4 — 0) Hz (az By yt = (110) 
tj. P jest ogniskiem krzywej drugiego stopnia, a biegunowa 


ac+py+y=0, 


należącą do tego ogniska kierownicą. 


13. Ogniska i kierownice dwóch prostych. 


Uważajmy równanie dwóch prostych pisząc je w kształcie 


Ax? +- 2 Buy + Cy? =Q, (111) 
w układzie spółrzędnych prostokątnym. Mamy równania 
pA=1—t, pB =— Im, pC = 1 — mt, 
a+ in =Ù. b- mn = 0, (112) 


a? -+ b — u* =0Q. 
A więc 
(R4 m? — 1)n* = 0. 
Mamy więc albo 


www.rcin.org.pl 


364 


albo 
I2--m—1=0. 
W obu razach mamy 


la + mb-Hn=—nlf* + m* — 1)=0, (115) 


a więc ognisko leży na kierownicy. W pierwszym przypadku 
ognisko leży w początku układu. W drugim przypadku n jest 
odległość ogniska F od początku układu O. Mamy 


p?AC=(1 — B) (1 — m) = 1 +p? B? — P — me, 
a więc w drugim przypadku mamy 
5 = 0, 
tj. równanie (111) jest równaniem prostej podwójnej. A więc jeżeli 
ò+ 0, zachodzi pierwszy przypadek. 
Uważajmy przypadek 5-+-0 i załóżmy dla prostoty B = 0, 
tj. obierzmy dwusieczne prostych danych jako nowy układ osi 
spółrzędnych, Mamy 


lm =0, 
a więc l= 0, lub m =Q. 
L !=0. 
pd =1, pC=l—m 
A— C 
POWIE SPRZ 
Kierownicą jest oś z 
=n (114) 


jeżeli A Æ C, tj. jeżeli dane proste nie są minimalne, w którym to 
przypadku kierownica jest nieoznaczona. 

II. m =0. 
på = 1—1! 

O c 
EN 
kierownicą jest oś y 
= (115) 

jeżeli A Æ C. 

A więc mamy 2 kierownice, którymi są dwnsieczne prostych 
danych. 
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Uważajmy teraz przypadek 6 =0, tj. prostej podwójnej. Mo- 
żemy założyć 


B=C=0 
Więc mamy 
pAzZ1—B lm =0, 1l — m = 0, 

więc 

m=e 
gdzie s = + 1, 

1=0, 

xzzjł 

kok? 4 

a=0, = — EN. 


A więc ogniskiem jest każdy punkt na prostej podwójnej o spół- 
rzędnych 


=. b==— en, (116) 
zaś kierownicą odpowiednią prosta 
cy+n=(0, 
a więc prosta 
y--zn =0, 


przechodząca przez ognisko i prostopadła do prostej podwójnej 
danej. 


Ćwiczenia. 


1. Iloczyn odległości ognisk F}, F, elipsy od stycznej elipsy równa 
się kwadratowi małej osi elipsy. 

Iloczyn odległości ognisk F,, F, hiperboli od stycznej hiperboli 
równa się ujemnemu kwadratowi osi urojonej hiperboli. 

2. Miejscem geometrycznem punktów równo oddalonych od koła 
o środku S i od punktu C położonego wewnątrz koła jest elipsa, której 
środek O połowi odcinek SC, i której ogniska są Si C. 

Miejscem geometrycznem punktów równo oddalonych od koła o środku 
S i od punkta C położonego zewnątrz koła jest gałąź hiperboli, której 
środek O połowi odcinek SQ, i której ogniskami są S i C, gdzie C na- 
łeży do tej gałęzi hiperboli. 

3. Iloczyn miar odcinków zawartych pomiędzy punktem M stycz- 
ności stycznej elipsy a spodkami N,, N, prostopadłych z ognisk elipsy 
na styczną równa się 

yt c? 
b: ? 
gdzie 7 jest rzędną punktu M. 
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Temu samemu wyrażeniu równa się iloczyn miar odcinków MN,, 
MN, dla hiperboli. Wektory MN,, MN, są znaków przeciwnych dla 
elipsy, a tych samych znaków dla hiperboli. 

4. Odcinek MP na stycznej £ elipsy pomiędzy punktem M stycz- 
ności a punktem P przecięcia stycznej £ z kierownicą k widziany jest 
z ogniska F należącego do kierownicy k pod kątem prostym. 

To samo zachodzi dla biperboli i paraboli. 

5. Uważajmy elipsę, dowolny punkt P i punkty M, M” styczności 
stycznych z P do elipsy poprowadzonych. Promienie wodzące FM'i FM” 
zawierają równe kąty z osią FP. 

To samo zachodzi dla hiperboli i dla paraboli. 

6. Znaleźć dla elipsy, hiperboli i paraboli miejsca geometryczne 
punktów P, których biegunowe przechodzą przez ogniska 

7. Z ogniska F elipsy kreślę prostopadłą do osi z, przecinającą 
elipsę w punkcie M. Okazać, że jeżeli z dowolnego punktu P elipsy 
wykreślimy prostopadłą do osi «x. przecinająca tę oś w punkcie R, 
a styczną £ elipsy, wystawioną w punkcie M, w punkcie 7, natenczas 
mamy 

RT = FP, 


To samo zachodzi dla hiperboli, jeżeli punkty M 1 P leżą na tej 
samej gałęzi i dla paraboli. 
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ROZDZIAŁ XX. 


Własności ognisk krzywych drugiego stopnia. 


i. Twierdzenie o kątach między styczną, a promieniami wo- 
dzącemi dla elipsy. 


Uważajmy elipsę o równaniu 


27 4 
= - 1=0, (1) 
w układzie spółrzędnych prostokątnym. Oznaczmy przez t styczną 
w punkcie M o spółrzędnych 6, ņ a przez r,, r, proste F,M, F,M, 
gdzie F,, F, są prawe i lewe ognisko. Niechaj dodatni kierunek 
stycznej £ zawiera kąt p z osią z, a kierunek ujemny kąt g' = ọ + en, 
e = 41, przyczem kąty te zawarte są między 0 a 2r. 

Uważajmy dalej kierunki dodatnie na prostych ry, r; od punktu 
M do punktów K,, F, i niechaj w,, w, będą kąty tych osi z osią 
z, przyczem są to kąty nieujemne zawarte między 0 a 2m. Osie ma- 
jące kierunki przeciwne. tj. od ognisk do punktu M nazywamy 
promieniami wodzącemi punktu M należącemi odpowiednio do ognisk 
HEER. 

Oznaczmy przez «,, % kąty 


44 = ©, — 9, 9 
dl == P — w. (2) 


Twierdzimy, że mamy równość 
a = a, +- km, (3) 


gdzie k jest liczba całkowita. Widoczna, że jeżeli ta równość za- 
chodzi dla pewnego obioru dodatniego kierunku na stycznej ¢, na- 
tenczas zachodzi też i dla przeciwnego obioru kierunku dodatniego. 
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Oznaczmy przez N spodek prostopadłej z punktu M na oś x 


wykreślonej, a przez », i r, miary odcinków F, M i F,M, promieni 
wodzących punktu M. Mamy 


NF, > MN 
cos (60, = = sin ©, = —-, 
1 1 


(4) 


Mamy więc 
NĘ =c— 6, 
NP, = —c—b (5) 
N=—5 
a więc 
cos w, = sa sin to, =— I, 
1 1 4 
- (6) 
cosy = — EES, sin to, = — 2. 
2 


Z równania stycznej £ wynika, że mamy 
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cos $ = cały, sin p = — pb*ę, 


gdzie p 4 0 jest pewnym czynnikiem proporcjonalności. Mamy więc 


cos p” = — pa?y, sin p" = pbt. 
Mamy 
cos 2, = Cos 9 COS W, -+ sin 9 sin w = 
c_Ę U tez 
op śpię = Leaf e 
ry ry ry c ; 
sin z, = sin $ Cos w; cos ọ SIN My = 
„¢— Ë 7, beja» _ 
= — pr 4 pay! = ef _ a. 
m E Ti c f 


Aby otrzymać wyrażenia na CO8 æ, sin 24, należy w wyrażeniach 
na Cos&, — sin x) wstawić zamiast p — p, zamiast c —c i zamiast 
Ty rę. Otrzymamy 


COB dą = Ę czy | ZE JE 
ina) 


Ale pomiędzy promieniami wodzącymi »,, r, a spółrzędną Ę punktu 
M mamy związki 


=e(7—). 


j (8) 
a, 
„= e| ri +6). 
a więc otrzymujemy wyrażenia 
3 2 
cos a =EL, sin a, afi NÉ 
e € . 
A eA (9) 
cos q =? A Sin Ay pt -i 
e e 
czyli równość (8) jest udowodniona. 
Ze wzorów (9) otrzymujemy dalszy wzór 
b? 0 
t = = 
5 % 8 d% en’ (10) 


czyli iloczyn ytga, jest liczbą stałą niezależną od punktu M. 

Możemy to twierdzenie udowodnić także w sposób następu- 
jący. Uważajmy normalna n do elipsy w punkcie M, tj. prostopadłą 
do stycznej £ o równaniu 


Geometrja analityczna na płaszczyźnie 24 
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(y — 7)b3Ę — (z — Ẹ)at y = 0. 
Przecina ona oś z w punkcie R o spółrzędnej 
ge: 
to = mi 


A więc mamy 


c 
peset) nE. 


RĘ == 


Zatem mamy proporcję 
FR: RF, =r, r, 


a stąd wynika równość kątów a, i dy. 


2. Twierdzenie o kątach między styczną a promieniami wo- 
dzaącymi hiperboli. 


Uważajmy hiperbolę o równaniu w układzie prostokątnym 


z? y* 
a: bł 


—1=0 (11) 


Uważajmy styczną £ w punkcie M(Ę, 7) o równaniu 


cy yn 

= aj 1 ipei 1 =0 (12) 
i obierzmy na niej dodatni kierunek. zawierający kąt nieujemny 9 
z osią x. Niechaj ọ' =9-|-en, e =+ 1 będzie kąt nieujemny kie- 
runku przeciwnego stycznej z osią £ a w,, ©, kąty kierunków do- 
datnich na prostych r1, r, łączących punkt M z ogniskami F,, Fs, 
przyczem dodatnie kierunki idą od M ku ogniskom. F, jest prawe, 
a F, lewe ognisko. 

Osie mające kierunki od ognisk do punktu M nazywamy 

promieniami wodzącymi punktu M należącymi odpowiednio do ognisk 
Bo fa 


Mamy wzory: 
t= - 
COS (0; = na. 8In wò; = — u - 
4) r; 
c = 
COS w, = + cje mn w = — 1 
rz r 
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cos p = pały, sin p = pb?tẸ, 
gdzie p jest pewien czynnik proporcjonalności. Mamy 


cos (w, — 9) =p — nebit (a? — ¢§), 


(13) 


: c= — PRA pb:Ę 
sin (w, — p) = — FZ” — 5( 


: 
c—Ę) = — cĘ). 
1 


N = N 
AR 
Aa 


Fig. 26. 
Tak samo mamy 


cos (w — g) = — © (a: + ch), 
s pb? 
sin (w, — 9) = a (a? + c$). 


Pomiędzy promieniami wodzącymi ry, r, a odciętą Ę punktu 


(14) 


M, mamy związki 
24* 
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Ruf 
y =p eg af | 
AZ (15) 
ra= ef + z |. 
a więc mamy oznaczając przez a,, % kąty 
dy = U; — $, (16) 
X = 0, — DP, 
s b? 
AREPAN LN sin 44 = — PE 
c e 
2? bt 
cos q = — FI, ain Z, = = 
A więc dochodzimy do związku 
dy = — 0, -|-Żkm, (17) 


gdzie k jest pewna liczba całkowita. 

Do tego samego rezultatu dochodzimy uważając długości we- 
ktorów RE, i F,R, gdzie R jest punktem przecięcia stycznej t 
z osią x. Oznaczając przez wy spółrzędną punktu R mamy 


a? 
To= po 
kd 
a więc 
— aà a a 
PT. z = gles — a) =g "n 
kJ > > 
i > a 
KR =c ye = 7 (eż +a)=Er. 
5 E 


Otrzymujemy więc proporeję 


która dowodzi twierdzenia. 


3. Miejsce geometryczne spodków prostopadłych z ognisk 
elipsy na styczne spuszczonych. 


Niechaj P oznacza spodek prostopadłej spuszczonej z ogniska 
F, na styczną t. Równanie prostopadłej £,P jest 


aty, paN 
y= pęE—J=M (18) 
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a więc 
ay_yE_ en (19) 


be a? b2" 


Podnosząc obie strony równań (7), (19) do kwadratu i dodając je 
do siebie otrzymamy 


qłE? zini cły? 
+ Pó A 
a więc 
ty! sA 
G+w(+E)=1+7. 
Ale mamy 
hz: + aty? = ab: 
ga | y* 
pó | abe" 
z cy? 
Ea = atl =)= (+7 | 
a więc 


x? -p y? =at, (20) 


Zatem miejscem geometrycznem spodków prostopadłych do 
stycznych z ogniska F, poprowadzonych jest koło K o środku w po- 
czątku układu, a o promieniu równym połowie wielkiej osi a. 

Oczywiście to samo koło jest miejscem geometrycznem spod- 
ków prostopadłych spuszczonych z lewego ogniska. Koło to nazy- 
wamy kołem głównem (cercle principal) elipsy. 


4. Miejsce geometryczne spodków prostopadłych z ognisk 
hiperboli na styczne spuszczonych. 


Równanie prostopadłej F, P jest teraz 


3 
s+yę À =0, . (M 
a więc 
ry yé en 
h? zy at  b2* (22) 


Podnosząc obie strony równań (7) i (22) do kwadratu i dodająe 
je do siebie otrzymujemy znów równanie 
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ze $i 242 
(a) |= 1+ 7: 


ale 


ç? 


a* 


=z/! Ii "rh 


z? hy? =a? (23) 


~ 
czyli miejscem spodków jest znów koło K o środku O i promieniu 
a, które jest również miejscem spodków prostopadłych z ogniska 
F, poprowadzonych. Koło to nazywa się kołem głównem (cercle 
principal) hiperboli. 


+h 


więc znów 


5. Miejsce geometryczne punktów symetrycznych ognisk 
elipsy względem stycznych do elipsy. 
Uważamy punkt symetryczny Q punktu £, względem stycz- 
nej t. Mamy 


a więc trójkąty 
AOFP i 2 E,QK, 


są do siebie podobne. W istocie. mamy 


a kąt przy F, jest wspólny. A więc mamy 
K0—20P— 2a. 


Zatem miejscem geometrycznem punktów $ jest koło, W, o środku 
F, i o promieniu 2a. Oczywiście tak samo miejscem geometrycz- 
nem spodków prostopadłych spuszczonych z ogniska Ff, na styczne 
jest koło K, o środku £, i również o promieniu 2a. Koła te na- 
zywają się kołami kierowniczymi (cercles directeurs) elipsy. 

Prosta F,Q przechodzi przez punkt M elipsy, albowiem mamy 


FM = MQ = 2a. 
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6. Miejsce geometryczne punktów symetrycznych ognisk 
hiperboli względem stycznych do hiperboli. 
Dochodzimy zupełnie w taki sam sposób jak poprzednio do 
dwóch kół o promieniach Ża i o środkach F,, F, odpowiadających pro- 
stopadłym z ognisk F, ifs na styczne do hiperboli poprowadzonym. 
Kołate nazywają się kołami kierowniczymi (cereles directeurs) hiperboli. 
Prosta F, © przechodzi przez punkt M hiperboli, albowiem mamy 


F.Q + QM = FM, 
albowiem 


F,Q = 2a. 


7. Twierdzenie Ponceleta dla elipsy. 


Uważajmy dowolny punkt MČ, n) na płaszczyźnie zewnątrz 
elipsy i poprowadźmy przez ten punkt styczne ż, i żę do elipsy 
z dodatnimi kierunkami do punktów styczności. Poprowadźmy dalej 
osie MF, i MF, mające kierunki od punktu M do punktów F, i F, 
i oznaczmy je przez r, i 7%. Uważajmy bezwzględne kąty < z 


gy == (nh) 
dą = 4 (M ty). 


Twierdzenie Poncelet'a orzeka, że kąty te są sobie równe 
0 == Q: (24) 


Uważajmy prostopadłe spuszezone z ognisk +}, F, na styczne 
ły, tę. Jeżeli punkt M leży zewnątrz koła głównego K, natenczas 
spodki prostopadłych na styczną ż, leżą z tej samej strony punktu 
M, a mianowicie z tej strony, z której znajduje się punkt stycz- 
ności. Tak samo się rzeczy mają dla stycznej łą. Jeżeli zaś punkt 
M znajduje się wewnątrz koła K, natenczas spodki prostopadłych 
na styczną ż, znajdują się z przeciwnych stron punktu M i tak 
samo dla stycznej t,. Oznaczmy w tym przypadku przez ż, tę 


styczną, której dodatni kierunek zawiera z osią r, kąt < 


ts a 


i przez t, tę styczną, której dodatni kierunek zawiera z osią r, 
kąt <5. Styczne te są różne od siebie, bo z dwóch kątów jakie 


osi r, i r, zawierają z jedną i tą samą styczną, jeden jest ostry 
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a drugi rozwarty. W pierwszym przypadku oznaczmy styczne do- 
wolnie. 

Niechaj N,, N, będą spodki prostopadłych spuszczonych 
z ognisk F,, F, na styczne f, ż,, a P,, P, niechaj będą punkty 


Fig. 27 


symetralne ognisk F,, F, względem stycznych t,, łą. Kąty a, i 24 
są < A Uważając kąty < mt 
JF MP i <F,MP, 
mamy 
X F, MP, =2a,, 
< Fa M P, = 204. 


Uważajmy dwa trójkąty 
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åF NP, i F,MP,,. 


Przystają one do siebie, bo mamy równości 


pw-rw, o= EN, e A a, 
A więc mamy 


xh MP, = 4 AMP, 


rozumiejąc przez te kąty kąty bezwzględne < r. 
Dodając albo odejmując obustronnie kąt X F, MF, otrzymamy 
równość 


X F, MP, = X F, MP,. 


Dochodzimy zatem do równości (24). 


8. Twierdzenie IPonceleta dla hiperboli. 


Uważajmy punkt M(Ę, %) na płaszczyźnie leżący zewnątrz 
hiperboli. Odróżnimy dwa przypadki, zależnie od tego, czy punkt 
M leży po tej stronie asymptot, po której leży oś x, czy też po 
tej stronie asymptot, po której leży oś y. 

W pierwszym przypadku styczne f,, £, hiperboli przechodzące 
przez punkt M mają punkty styczności położone na jednej i tej 
samej gałęzi hiperboli. W drugim przypadku punkty styczności 
leżą na gałęziach różnych. 

Załóżmy nasamprzód, że zachodzi pierwszy przypadek. Jeżeli 
punkt M leży wewnątrz koła K głównego, natenczas spodki pro- 
stopadłych z ognisk na jednę ze stycznych poprowadzonych leżą 
z przeciwnych stron punktu M. Jeżeli zaś punkt M leży zewnątrz 
koła K spodki te leżą po jednej stronie punktu M. 

Uważajmy na stycznych 4,, £, dodatnie kierunki od M do 
punktów styczności i oznaczmy przez r}, r, osie MF,, MF, mające 
kierunki od M do ognisk. Jeżeli M leży zewnątrz koła K, naten- 
czas na jednej stycznej spodki prostopadłych z ognisk leżą po tej 
stronie punktu M, po której leży punkt styczności, a na drugiej 
stycznej leżą po stronie przeciwnej punktu M. W istocie uważajmy 
to ognisko, które należy do gałęzi hiperboli, do której: mamy styczne, 
niechaj to będzie np. ognisko F;. Oba kąty 


Xiker) i A (hyra) 
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nie mogą być równocześnie ostre, zaś przynajmniej jeden z kątów 
X (hr) i X(t”) 


jest ostry, przyczem uważamy kąty < 7m. Dowodzi to twierdzenia. 
Jeżeli teraz M leży wewnątrz koła K, natenczas punkty stycz- 


ności stycznych ż,, żę do prawej gałęzi hiperboli leżą z przeciwnych 


ae 


â, 
10, 


Fig. 28. 


stron osi «x, a spodki prostopadłych z ogniska F, na te styczne 
poprowadzonych leżą po tych stronach osi z, po których leżą punkty 
styczności. A więc obierając jako dodatnie kierunki na stycznych 
kierunki od M do punktów styczności i nazywając N,, N, spodki 
prostopadłych z ognisk K,, F, na styczne t,, łą widzimy, że N, 
leży po dodatniej stronie a N, po ujemnej stronie punktu M. 


www.rcin.org.pl 


379 


Nazwijmy P,, P, punkty symetralne ognisk F., F} względem 
pn 
Uważajmy teraz trójkąty 
AF,MP, i ATHER. 
Przystają one do siebie, gdyż mamy równości 
FKM=FM, FM=FM FPR ARP =20. 
A więc mamy 
XF, MP, =% FMP, 
a stąd dodając lub odejmując % F, MF, 
A F, MP, = 2 F, MP, 
uważając kąty < m. 
Oznaczając przez a, i a, kąty 


w = X (r hih 
dy = X (74, 4) 


20, = 2 F, MP,, 
2(” — Ay) = << F, M Py, 


mamy teraz 


a więc dochodzimy do wzoru 


który wyraża twierdzenie Poncelet'a dla hiperboli w pierwszym 
przypadku. 

Uważajmy teraz drugi przypadek. Jeżeli punkt M leży zewnątrz 
koła K, natenczas oba spodki prostopadłych na dowolną styczną 
leżą z jednej strony punktu M, a mianowicie po dodatniej stronie 
punktu tego, albowiem spodki prostopadłych z ognisk na styczną 
leżą z przeciwnych stron osi x. Jeżeli zaś punkt M leży wewnątrz 
koła K, natenczas spodki prostopadłych leżą z przeciwnych stron 
tego punktu, W tym przypadku punkty styczności leżą po prze- 
ciwnej stronie osi z niż punkt M, W istocie na rzędne y;, y% 
punktów styczności otrzymamy równanie rugując x z równań 


SĘ. PRV, — 
a? |= VAa Eh 
rt y? 

a? b: pex» 
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więc 
yn)? a yt F 
ETE, gża* b* 1=0, 
y*(atq* — BĘ?) -+ Zbtyr a* -+ a?(aż — E3) =0, 
więc dla 
y |. 8 z 
Ę |>— a> |Ę 
Ę a 
a, ł 
Ę 4, 5 


x3 


otrzymamy 
Ya > 0, (Yb y) S0. 

Nazwijmy 4, styczną do gałęzi prawej, a łą styczną do lewej gałęzi 
hiperboli, natenczas spodki N,, N, prostopadłych odpowiednio 
z F,, F, na t,t, spuszczonych, leżą po dodatnich stronach punktu 
M. Przytem znów jako kierunki dodatnie na ł,, łą obieramy kie- 
runki ku punktom styczności. 

Dochodzimy więc w drugim przypadku tak samo jak po- 
przednio do równości 
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X F, MP, = X F;MP,, 
a stąd otrzymujemy równość 
Ch = po (26) 


wyrażającą twierdzenie Poncelet'a dla hiperboli w drugim przy- 
padku. 


9. Równanie paraboli odniesionej do stycznej i średnicy 
z nią sprzężonej jako nowych osi. 


Uważamy parabolę o równaniu 
y? ZauEU (27) 


w układzie spółrzędnych prostokątnym. Równanie stycznej £ w punk- 
cie M(Ę, n) paraboli jest 


yn — plz ++ Ę) =0 (28) 


a więc oznaczając przez p kąt między dodatnim kierunkiem osi % 
a tym kierunkiem stycznej, który z tą osią zawiera kąt < x mamy 


p=”. 
y 

Wprowadźmy nowy układ spółrzędnych x”, y’, którego po- 
czątkiem jest punkt M, oś x’ równoległa i równo skierowana z osią 
æ, a osią y' styczna t, na której mamy poprzednio obrany dodatni 
kierunek. Mamy wzory na przekształeenie układów spółrzędnych 


z =€£-+- x -+ y' coso, 


y = j ky' sin ọ. m 
Wstawiając w równanie (27) paraboli otrzymamy 
(m + y' sin p)? — 2p + 2 + y’ cos p) = 0, 
a ponieważ mamy 
p= 2p = 0, 
więc otrzymujemy 
Zny/ sing --y/?sin*ę — Żpr' — Zpy' cosg = 0, 
a więe 
y — y=0 (30) 
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jako równanie w nowym układzie spółrzędnych. Mamy dalej 


p? 
E teto y? p* 
81n?9 = BI <= =- t, 
"1 tg'ę 147 EEN 
* 
a więc 
M -MATL 9 
sinp p =p 4+2, 


Zatem równanie paraboli napisze się w postaci 


y3 — 2(p + 2ĘJx' = 0. (81) 


10. Twierdzenie o kącie między styczną a promieniem 
wodzącym paraboli. 


Uważajmy kąt a jaki kierunek ujemny stycznej zawiera z kie- 
runkiem prostej MF od punktu M do ogniska F oznaczając tę oś, 
która jest przeciwnie skierowaną niż promień wodzący punktu M 
przez r. Oznaczmy dalej przez $ kąt % xF M, jaki promień wo- 
dzący FM zawiera z osią z. Mamy 


p =«-- 9. 


Oznaczając przez r bezwzględną wartość odcinka MF mamy 


a ponieważ mamy 


więc mamy 
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Mamy dalej > 
0 

RAK -2. 
ptr 


Zatem mamy 


cos 4 = cos (P — 9) =| plama): ppp 


Fig. 30. 


sin a = sin (8 — g) = | — (-3)p 


Zat Fer 
atem 
> p K 2 A 
og 3440: r 
A p” ob =P A : 
a= [HE] prz PAT 
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A więc mamy 
æ =©0, (32) 


11. Miejsce spodków prostopadłych z ogniska na styczne 
paraboli spuszczonych. 


Uważamy prostopadłą z ogniska F na styczną spuszczoną 
o równaniu 


y+,(z—5)=0 (33) 


Przecina ona styczną w punkcie Q, któregó spółrzędne otrzymamy 
rozwiązując równania (28) i (33). Mamy 


2 
piz +% = Sa (z — B): 
ple 4-5) =— 36 |x —5), 
x(p 26) =0, 
a= À; (34) 


Q leży więc na osi y. 

Uważajmy dalej punkt P symetryczny ogniska względem 
stycznej £. Mamy więc T t 
PO == QF 

p 


u) 
a 


a więc punkt P ma odciętą równą — czyli, że leży na kierow- 


nicy k paraboli. 


12. Twierdzenie Poncelet'a dla paraboli. 


Uważajmy punkt M(Ę, 4) położony zewnątrz paraboli i popro- 
wadźmy z tego punktu styczne ł,, ż, do paraboli z kierunkami 
dodatnimi od M do punktów styczności. Uważajmy dalej oś MF 
o kierunku od M do F, oznaczając ją przez r i oś z” przechodzącą 
przez M równoległą i równo skierowaną z osią z. 

Oznaczmy przez «,, % bezwzględne kąty 


e, = X (t , ih 
dy = X (ty, 1”). 


Twierdzenie Poncelet'a brzmi 


X, = Aa (35) 
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Jeżeli punkt M znajduje się z lewej strony osi y, natenczas 
spodki N,, N, prostopadłych z ogniska F na styczne t,, £, leżą po 
dodatnich stronach punktu M, jeżeli zaś M leży z prawej strony 
osi y, natenczas jeden i tylko jeden spodek leży po dodatniej stronie 
punktu M. 

Oznaczmy przez t,, f styczne w takim porządku, że oś ru- 
choma, obracająca się około M od £, do tę w dodatnim kierunku 
przechodzi od t, do łą przez położenie osi r. Oznaczmy przez P,, P, 
punkty symetryczne ogniska F względem odpowiednio stycznych 
ti, t. Kierunek P, P, jest kierunkiem dodatniej osi y. Mamy 


MP, = MP, = MF = ọ. 

Uważajmy koło K o środku Mi o promieniu p. Niechaj na- 
samprzód M leży z lewej strony osi y. Uważajmy kąt obwodowy 
X P, PF w kole K. Kąt ten jest połową kąta % P, MF wspiera- 
jącego się na tym samym łuku, który to kąt jest wklęsły i równa 


się 2a«,. Obrót o kąt +3 dokoła punktu M przeprowadza teraz 


oś P,P, w oś mającą kierunek osi z, a oś P,F w oś mającą kie- 
runek stycznej łą. A więc mamy 


J P, P,F = 4 (4, h) = 4. 


więc twierdzenie (35) udowodnione w tym przypadku. 
żeli M leży po prawej stronie osi y ponad osią 4, oba punkty 
leżą nad osią x. Teraz kąt obwodowy <% P, P, F znów równa 


się puuwójnemu kątowi a,, a obrót o kąt +2 około M obraca oś 
P,P, w oś mającą kierunek osi x, a oś P,F w oś mającą kierunek 
stycznej f. Więc znów 
<4 P,F=< (4, h) = 4, 
i znów wzór (35) jest udowodniony. 
Jeżeli nareszcie punkt M leży po prawej stronie osi y popod 
osią x, natenczas oba punkty P,, P, leżą pod osią x. Teraz kąt 


3 P,P,F obwodowy równa się połowie kąta środkowego 4 P, ME, 
a więc równa się 4 (r, t) Jeżeli kąt % P,P,F obrócimy o kąt 
a około punktu M, natenczas oś P,P, przechodzi w oś mającą 


Geometrja anafńityczna na płaszczyznie. 25 
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kięrunek x, a oś P,F przechodzi w oś mającą kierunek stycznej 
t. A więc mamy 


2 P,P, F = X (t, 2). 


Fig. 32. 


Otrzymujemy zatem równość 


X (h, 1) = X (r, h), 
a stąd równość (35). 
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ROZDZIAŁ XXI. 


Krzywe drugiego stopnia spółogniskowe. 
1. Równanie elips i hiperbol spółogniskowych. 


Uważajmy równanie drugiego stopnia elipsy w układzie spół- 
rzędnych prostokątnym. 


LE TÓRZ 1=0, (1) 


i równanie hiperboli w tym samym układzie spółrzędnych 


zł y’ e 
= a (2) 
Dla elipsy mamy a? >? a na odeięte ognisk wzór 


c? = a? — be, (3) 
dla hiperboli zaś 
e? =a? 4 bt, (4) 


Możemy równania (1) i (2) A jednem równaniem 


zt 52 = = 0, (5) 


a wzory (3) i (4) wzorem 
c! = a? cbt, (6) 


Uważajmy teraz dwie krzywe C i ©’ (elipsy lub hiperbole) 
o równaniu (5), w którem a, b mają odpowiednio dwa układy 
wartości 
a WJ „z BZ 
Załóżmy, że te krzywe są spółogniskowe (confocales). Mamy 
25* 
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c: =a'? —si=qgt= eh (7) 
gdzie e = + 1, €” = + 1. Mamy więe 

at — a"? == e'b'3 — e"b"2=gp. (8) 


Możemy zatem półosie krzywej ©” wyrazić przez półosie krzywej 
C’ wzorami 
ra 2 p, e” p2 == g'b'2 m (9) 


Każdej wartości na p spełniającej nierówność 
pa 
odpowiada oznaczona elipsa lub hiperbola C”, spółogniskowa z daną 
elipsą lub biperbolą C’. Albowiem jeżeli zachodzi nierówność 
a'2 — e'b'2> 0, 
natenczas zachodzi też i nierówność 
gt — e" hni > O. 


Jeżeli więc obierzemy stale krzywą ©’ natenczas do każdej krzy- 
wej spółogniskowej C” należy oznaczona wartość na p i naodwrót 
do każdego p<a'? należy oznaczona krzywa ©” spółogniskowa 
z C’. Możemy więc ogólne równanie krzywych drugiego stopnia 
'spółogniskowych z daną krzywą C’ napisać w postaci 


x? y? 


qt ọ 


Możemy jako krzywą C' obrać elipsę, a wówczas równanie (10) 
można napisać w postaci 


„ASBUPR = 


a p Cr 2 % skok: (11) 
Wartościom na p spełniającym nierówność 
p b i (12) 


odpowiadają elipsy, a wartościom spełniającym nierówności 


bei pia (13) 
hiperbole. 
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2. Krzywe spółogniskowe drugiego stopnia, przechodzące 
przez dany punkt. 

Uważamy punkt P o spółrzędnych x, y na płaszczyźnie i py- 
tamy się, czy istnieją krzywe rodziny krzywych spółogniskowych 
(11) przechodzące przez ten punkt. Chodzi więc o to, czy istnieją 
rzeczywiste wartości na p spełniające dla danych x, y równanie 
(11) na p. Lewą stronę tego równania napiszemy w postaci 


r?(b3 — p) + yta? — p) — (a? — o) (b? — p) - 


0. (14) 


(a? - 9) lbt p) 
p może się równać a? tylko dla x = 0, w którym to przypadku 
licznik i mianownik równają się zeru. Tak samo może się p rów- 
nać b? tylko dla y=0, w którym to przypadku znów licznik 
i mianownik równają się 0. Przyrównywająe licznik do zera mamy 
równanie drugiego stopnia na p 
x?(b? — p) + y*(a* — p) — (u? — p) (b° — p) =0. (15) 
Równanie to napiszemy w postaci uporządkowanej według p 
p? — plat -bt — r? — y?) 4 aht — btr? — ałyż=0. (16) 
Wyróżnik równania tego jest 
D = (atb? — bèz? — aty?) — 4(a? + b? — x? — y?)t, (17) 
a pierwiastki py, P3 SĄ 
gai- bł — ga yt zg 
ka POCOO (15 
Wyróżnik D możemy napisać w kształcie 


„GBM (6 ŁO GEPEJECEN 
4 4 < 2 
(x + y* n gis za (a? = b*ja?, 


| 


+ atb? — btr? — gły? 


albo w kształcie 


a więc w kształtach 


REBECHE ij, o oa=20f* 
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Jest on więc ujemny, zatem oba pierwiastki p, i p, równania (15) 
są rzeczywiste, od siebie odmienne. 

Zatem przez każdy punkt płaszezyzny P(x, y) przechodzą dwie 
od siebie odmienne rzeczywiste krzywe C,, C, rodziny (11), odpo- 
wiadające wartościom pı, p» na p. Mamy 


2 2 E 
8 p, mZTEREzY D. (19) 
0, , w "NSE a z x/=5. (20) 


Jeżeli więc p, jest pierwiastek odpowiadający znakowi -++ w (18), 
a p, pierwiastek odpowiadający znakowi —, ponieważ = D spełnia 
nierówności 


PEDE=€| SIER PZP, (21) 

mamy nierówności 
a:—pZ0, a: — p, >0. (22) 
b: — Pi = 0, b: — Pa = 0. (28) 


p, równa się a? dla w =0 i tylko dla x = 0. p, jest zawsze 
< a?. p, lub p równają się b? dla y = 0 i tylko dla y= 0. Mamy 
równocześnie p, = @, p, =b? dla r=y=0a p, =p, =b? dla 
y=0 z= +c. 

Zatem dla punktów położonych na osi x i tylko dla tych 
punktów przynajmniej jeden z pierwiastków p równa się b*. Dla 
punktów na osi y i tylko dla tych punktów p, równa się a? Dla 
ognisk z = + c, y = 0 i tylko dla tych dwóch punktów oba pier- 
wiastki są sobie równe i równają się b?. Przez te punkty nie prze- 
chodzi żadna krzywa rodziny (11), bo równanie to przestaje mieć 
sens dla ọ = a? lub pọ = b?. Ale równanie (15) dla p = a? ma postać 

ra (24) 
a dla p = b? postać 


Dla z = 0 równanie (15) daje 


(a? — ọ) (y? — b! -+ p) = 0, 
a więc mamy pierwiastki 


p=, p = bt — y’. 
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Zatem przez każdy punkt osi y z wyjątkiem początku układu prze- 
chodzi elipsa. Tak samo dla y = 0 mamy 
(b — p) (z3 — a*-- p) =0, 


a więc mamy pierwiastki 


Zatem gdy 


Fig. 82. 


tj. gd 
zy gł = a: — bł =ct, 


mamy 

p =b, p=a—a 

i przez punkt P na osi z przechodzi elipsa. Gdy zaś 
bi — a? — z, 


tj. gdy 
gt < a: — br =ct, 


mamy 
p, = a? — 7$, Pa = bt 
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i przez punkt P na osi z przechodzi hiperbola. Dla początku układu 
mamy 


Dla ognisk mamy 


Przez każdy punkt P(x, y) nie leżący na żadnej z osi prze- 
chodzi elipsa i hiperbola rodziny (11). Wartości na pierwiastki p 
odpowiadające różnym pozycjom punktu P uwidocznione są na 
figurze (32). 


3. Spółrzędne eliptyczne na płaszczyznie. 


Uważajmy teraz dwie krzywe C,, C, rodziny (11) odpowia- 
dające parametrom p,, p; O równaniach 


L. ZE" ZET PET (26) 


-—-1=0 (27) 
Spytajmy się, czy te krzywe mają punkty wspólne (rzeczywiste). 
Obliczmy w tym celu z? i y? z równań (26), (27). Mamy 


zb — p,) + y*(a* — p,) — (at — p,) (b* — p1) = 0, 
a*(b* — pi) +H y*(a* — p.) — (a? — p.) (D° — p) = 0 
Wyznacznik przy 2*, y? jest 
(b? — p,) (a? — pz) — (b? — p.) (a? — p1) = (p2 — p1) (a° — 
a więc jest od zera odmienny. Mamy 


(a* — p,) (b° =y pı) (a? — pa) =A = pa) (b? — a) (a? — p,) 


CE 2 i 7 
c*(Ps — P1) 
p (bt — pı) (a? — pa) (b? — pa) — (b? — pa) (a? - p1) (6* — gu) 
s c’ (Pa — p1) z 
a więc 
z: — (8*—P)(a” — a) 
c? 3 
28 
+ _ (b:— pr) (b2 — p) (28) 
y= s ; 


www.rcin.org.pl 


393 


Aby z? i y? były dodatnie potrzeba i wystarcza, by p, było >> b? 
zaś p, < b?. Jedna z dwóch krzywych jest więc elipsą a druga 
hiperbolą. Przecinają się one w 4 punktach leżących symetrycznie 
względem osi z i y. 

A więc do każdego punktu na płaszczyźnie należą dwie ozna- 
czone liczby p,, ps, pierwiastki równania drugiego stopnia (15) 
i naodwrót do każdych dwóch liczb p,, gą, spełniających warunki 


Bzmza, Ps Eb (29) 


należą zupełnie oznaczone punkty na płaszczyźnie A mianowicie. 
jeżeli mamy same związki nierówności, natęnczas mamy 4 od siebie 
odmienne punkty na płaszczyźnie; jeżeli p, = a?, p, < b?, 2 punkty 
na osi y symetryczne względem osi r-ów; jeżeli b? < p, < at, 
p, =b*, dwa punkty na osi x symetryczne względem osi y między 
początkiem a ogniskami; jeżeli p, = b?, p, <6% dwa punkty sy- 
metryczne względem osi y zewnątrz odcinka FF’ łączącego ogniska; 
jeżeli p, =p, = b?, oba ogniska. i nareszcie jeżeli p, = a, p, = b? 
jeden punkt, a mianowicie początek układu O. 

Liczby p,, p, nazywają się spółrzędne eliptyczne punktu P na 
płaszczyźnie. 

Udowodnimy teraz następujące twierdzenie: 

Twierdzenie 1.: „Dwie krzywe rodziny (11) krzywych spół- 
ogniskowych przechodzące przez punkt P płaszczyzny przecinają 
się pod kątem prostym“. 

“V istocie, styczne te w punkcie P r, y) mają równania 


Xx Yy 


a? — m hb— Pi —1=0 (30) 
Xr Yy 
T — | =0. (31 
a:—p, b—p, 
Warunek prostopadłości jest 
Faj y? 


(a? -— p,) (a? — pz) Ha: E 


który to warunek jest spełniony na podstawie wzorów (28). 


0. (32) 


4. Parabole spółogniskowe. 


Parabolami spółogniskowymi nazywamy dwie parabole C,, (4 
posiadające tę samą oś i to samo ognisko. Obierając układ osi 
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prostokątny z osią x schodzącą się z osią paraboli, i z początkiem 
układu w ognisku paraboli otrzymamy równanie paraboli prze- 
kształcając równanie 

y? — Żpz=0, (33) 


przekształceniem danem wzorami 


i (34) 


Otrzymujemy więc równanie 
y? — 2px’ — p? =(, (35) 


rodziny parabol spółogniskowych, w którem zmienny parametr p 
jest parametrem zmiennej paraboli rodziny. 

Uważajmy dowolny punkt P(6, ) na płaszczyźnie i szukajmy 
parabol rodziny (35) przechodzących przez ten punkt. Otrzymujemy 
równanie 


p'-p 2p6 — 1 =0, (36) 
z którego wyznaczamy p w postaci 
p=— § VP FE. (37) 


Przez każdy punkt P płaszczyzny odmienny od ogniska prze- 
chodzą dwie od siebie odmienne parabole (,, C}. 
Uważajmy styczne t,, ł do parabol C,, ©, w punkcie P. 
Mają one równania 
yy — p, (1 +5) =0, (38) 
YN — p(s -- 5) =0. Z 


Styczne te są do siebie prostopadłe, albowiem mamy 


r Ham = + — r +E)=0 
Otrzymujemy więc 
Twierdzenie 2: „Dwie parabole rodziny parabol spół- 
ogniskowych (35) przechodzące przez punkt P płaszezyzny przeci- 
nają się pod kątem prostym“, 
Liczby p,, pa możemy nazwać spółrzednymi parabolicznymi 
punktu na płaszczyźnie. 
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ROZDZIAŁ XXII 
Ogólna teorja biegunów, biegunowych i stycznych 
krzywych drugiego stopnia. 
1. Definicja biegunów i biegunowych krzywych drugiego sto- 
pnia. Własność charakterystyczna. 
Uważajmy krzywą drugiego stopnia o równaniu 
S(x, y) = 0. (1) 


Uważajmy punkt P(Z, n). Biegunową (polaire) punktu P względem 
krzywej (1) nazywamy prostą p o równaniu 3 


asc -+ By +y=0, (2) 
gdzie mamy 

a = A+ By + D, 

p= BĘ -+ 05 + E, 8) 


y = DE + Eq + F. 
Punkt P nazywa się biegunem (pôle) prostej (2) względem krzy- 
wej (1). 
Uważajmy prostą / przechodzącą przez biegun P o równa- 
niach parametrycznych 


c -+ rì, y =n Fre. (4) 

Przecina ona krzywą (1) w punktach, które otrzymamy, wstawiając 
w równanie (1) wyrażenia (4) na z i y. Mamy 

FE+ ra, q-+ ru) =E. n) + 2r(aa + Bp) Hre, p), (5) 


gdzie (à, u) jest znana forma kwadratowa w X, œ. Prosta / prze- 
cina krzywą (1) w dwóch punktach P,, P,, odpowiadających war- 
tościom r;, r; parametru r, które są pierwiastkiem równania dru- 
giego stopnia na r 
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rz(3, u) + 2ra + Bu) + /(5, n) =0. (6) 


Przecina ona dalej biegunową p w punkcie P, odpowiadającym 
wartości rę parametru r, którą otrzymujemy jako pierwiastek rów- 
nania pierwszego stopnia na r otrzymującego się przez wstawienie 
w równanie (2) biegunowej zamiast x, y wyrażeń (4) 


a(Ę + ra) + ly + ru) Hy =0, 
czyli 
rixi + Bu) + AE, n) =0. (1) 


Zakładamy, że « i B nie równają się równocześnie zeru. tj. że 
biegun P nie jest środkiem krzywej. Wówczas mamy 


<A, - f.n) 
rę = PEAK (8) 


Utwórzmy stosunek podwójnego podziału D =(P, P; P,, P,) 
czterech punktów P, P,, P,, P, na osi l. Na stosunek ten mamy wzór 


LĄ ai WW! Koni 


(P, FP; ip Fj = 


Hy — To Ta—ro 


r jest wartość parametru. odpowiadająca punktowi P tj, 0. więc 


mamy 
r (r. ro) i 
Ü= N, 9 
Fal — ro) p 
Ale mamy związki 
n n= NE a EB (10) 
PlA, p) (4. p) 


a więc, ze wzoru (8) mamy związek 
ri n—2(rr+n)=0 (11) 
pomiędzy r, rę, r,. A więc dochodzimy do związku 


B== i. (12) 


Stosunek podwójnego podziału czterech punktów P, P,; P,, Pa 
na osi / jest więc harmoniczny. A więc para punktów P,, Ps, 
w których oś / przechodząca przez biegun P przecina krzywą Č 
drugiego stopnia jest harmonicznie sprzężona z parą punktów Pi Po, 
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gdzie P, jest punktem przecięcia osi / i biegunowej p punktu P. 
Własność ta jest charakterystyczna dla biegunowej, albowiem z rów- 
ności (11) otrzymujemy naodwrót (8), czyli że czwarty harmoniczny 
punkt P, leży na biegunowej p. 

Punkty P,, Pa mogą być harmoniczne ze sobą sprzężone, ale 
punkt P, jest rzeczywisty, jeżeli punkt P jest rzeczywisty i jeżeli 
kierunek A, p jest rzeczywisty, jak to wynika ze wzoru (8). 


2. Badanie biegunów i biegunowych krzywych 2-go stopnia. 
Uważajmy teraz dowolną prostą p i spytajmy się czy istnieją 
punkty P, które są biegunami tej prostej uważanej jako biegunowa. 
Chodzi o znalezienie trzech liczb Æ Æ 0, 6,y takich, aby zachodziły 
związki następujące 
k(AĘ -+ Bq + D) = a, 
k(BĘ + Ch + E=$, (13) 
k(DĘ En + F) = y. 


W tym celu mnożymy równania (13) przez minory x“, «, 8 
i dodajemy do siebie. Otrzymamy 
kA = x" a -xB + By. (14) 
Rozróżniamy 2 przypadki: 


1. A40. Otrzymujemy oznaczone k, które jest od zera od- 
mienne, .jeżeli zachodzi nierówność e 


xa -|- x'B-|- By =E0. (15) 


Jeżeli więc krzywa C posiada oznaczony środek, nierówność ta 
zachodzi, jeżeli środek nie leży na prostej p. Jeżeli krzywa nie 
posiada środka, k jest od zera odmienne, jeżeli zachodzi nierówność 


x'z+H xB EO, (16) 
a więć ponieważ teraz mamy 
A = ea? B = cab, C =ebt, c= +l 
x” = BE — COD = eb(a k — bD) w = BD— AE = ca(bD— aE), 
w'a-- «' B =e(ab — Ba) (a E — b D), ak —bD-=0, 


więc nierówność (16) zachodzi, jeżeli prosta p niema kierunku 
asy mptotycznego. 
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Otrzymujemy zupełnie oznaczony układ wartości 6, y, a więc 
zupełnie oznaczony biegun. A mianowicie mamy na 6,7 wzory 
_Fa+xB-+ xy 
= kA U 
xa "BH xy 
o — — 


(17) 
= 


2. A = 0. Jeżeli 8=E0, natenczas każda biegunowa przechodzi 
przez środek. W istocie, jeżeli a, b są spółrzędne środka, mamy 


aa + Bb + y= (Aa + BŁ DJĘ + (Ba + Ch + E)n + 
+ Da + Eb F=0. 


Tak samo ze wzoru (14) widoczna, że jeżeli A = 0, prawa strona 

musi się równać 0, a więc środek musi leżeć na prostej p. 
Uważajmy dowolną prostą p przechodzącą przez środek. Za- 

łóżmy dla prostoty, że środek S jest początkiem układu spółrzęd- 


nych, a więe D = E = F= 0. Mamy związki 
k(AĘ -+ Br) = a, y 
k(BĘ + Cn) =B. (8) 


Otrzymujemy stąd kĘ, ky, t. zn. że otrzymujemy całą prostą bie- 
gunów. Równanie tej prostej otrzymamy rugując k z równań (18) 


w postaci 
(48 — Ba)E + (BB — Ca) = 0. (19) 


Jeżeli 5=0, każda HiEgmowa jest równoległa do obu pro- 
stych równoległych, które wówczas równanie (1) przedstawia, Jeżeli 
równanie to napiszemy w postaci 


slax +- by + c,) (ax -+ by +- cą) =0, (20) 


x = ea [a + bn + 416, +- cz), 
B = ch(a$ + by + kler + c4)], 
y =śe(c, + e) (a$ H 59) + Eci cr. 


Równanie biegunowej p jest 
slax +- by) lak + bn -+ e +- e)l (21) 
+ tele + e)la + bn) H 86, = 0. 


Naodwrót, każda prosta równoległa do obu prostyċh o rów- 
naniu 


mamy 
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ax + by--m=0 (22) 


odmienna od prostej środków jest biegunową. Chodzi o rozwiązanie 
względem k, č, 7 następującego układu równań 


ksa(a$ + bn) + k 3 (4 -+ (4) = 0, 


keb(ać +- br) + kz (e, + 4) =b, sA 


ksk(cy + 3) (a$ ++ by) > kec cy = m. 
Załóżmy a 4+0. Należy rozwiązać względem k(aĘ |-bn) i k układ 
dwóch równań pierwszego i trzeciego. Wyznacznik przy tych nie-. 
wiadomych jest 

| 1, le -F cs) 


Eler -H 6), © €3 


= tla — e). 


Zatem w przypadku dwóch prostych od siebie odmiennych 
wyznacznik ten jest od zera odmienny. k jest od zera odmienne 


wtedy i tylko wtedy gdy 

blei + cz) — m 
jest od zera odmienne, tj. gdy prosta p jest odmienna od prostej 
środków i równa się 


barta = 
= (4 — 4) © 


Otrzymujemy całą prostą biegunów, której równanie otrzymujemy 
rugując k z równań l-go i 8-go (23) w postaci 
(m — pla Halat + 57) + zl taaa =0. (24) 


W przypadku prostej podwójnej równanie (21) biegunowej 
ma postać 


elaz + by = e) (aĘ + by + c) =0 (25) 


więc prosta biegunowa schodzi się z prostą podwójną. jeżeli biegun 
nie leży na prostej środków, którą jest prosta podwójna. 


3. Biegunowe środków krzywych drugiego stopnia. 


W rozważaniach poprzednich zakładaliśmy, że biegun P nie 
schodzi się z żadnym środkiem. 
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Załóżmy teraz, że punkt P schodzi się z jednym ze środków 
krzywej C. W przypadku I. A 4:0, $=k0 równanie biegunowej p 
ma postać 

r=0 (26) 


gdzie y +Æ 0, a więc biegunową p jest prosta w nieskończoności. 
W przypadku 2. A=0, gdy 8-0, równanie biegunowej jest 
nieoznaczone. Gdy A = 0, = 0, równanie biegunowej p ma postać 


Y= ce — 4(0, +- e) = — 4(c — 4)? =0. (27) 


Jestto więc prosta w nieskończoności w przypadku dwóch prostych 
«od siebie odmiennych, a równanie nieoznaczone w przypadku pro- 
stej podwójnej, 


4. Biegunowe punktów w nieskończoności. 


Uważajmy prostą l, przechodzącą przez punkt M o spółrzęd- 
nych (p, 4) 
s= p+ rà, y=q Frp. (28) 
Uważajmy punkt P położony na tej prostej o spółrzędnych %, 
i biegunową p tego punktu. Ma ona równanie 


[A(p +r) + Big + ru) + Ple + 
aea oN Eea a e a a raj 
EUT o 


Podzielmy równanie to przez r. Gdy r dąży do niesk 
równanie tak otrzymane dąży do równania 


' (4A + Bez +-(BX+ Ch)y + DA ku=0, (30) 


tj. spółczynniki dążą do spółezynników równania (30). Równanie 
(30) przedstawia średnice sprzężona z kierunkiem A, w prostej l 
A więc średnica sprzężona z kierunkiem A, u jest granicą biegu- 
nowej p, gdy biegun P w kierunku A, u dąży do nieskończoności. 

Stąd możemy wprowadzić pojęcie biegunowych punktów w nie- 
skończoności. Biegunową punktu w nieskończoności odpowiadającego 
kierunkowi X, v nazywamy prostą o równaniu (30). 

W przypadku 1. A=E0, gdy 8=E0, do każdego punktu 
w nieskończoności należy oznaczona średnica (30). Naodwrót, do 
każdej średnicy należy oznaczony punkt w nieskończoności. W przy- 
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padku A Æ 0, ò =0, należy oznaczona biegunowa do każdego punktu 
nieodpowiadającego kierunkowi asymptotycznemu i naodwrót do 
każdej prostej równoległej do kierunku asymptotycznego należy 
oznaczony biegun w nieskończoności. 

W przypadku 2. A = 0, gdy 4 0 do każdego punktu w nie- 
skończoności należy oznaczona średnica (30) i naodwrót, Gdy ò= 0 
i obie proste są od siebie odmienne, należy prosta środków jako 
biegunowa do każdego punktu nieodpowiadającego kierunkowi asymp- 
totycznemu, a do punktu odpowiadającego kierunkowi asymptotycz- 
nemu należy biegunowa nieoznaczona. Gdy proste zlewają się ze 
sobą. biegunową punktów w nieskończoności jest sama prosta po- 
dwójna. Mamy 


9 rr, 
r = ' s . (81) 
1.717 78 
Fy— t SC. 
Więc 
i z4/ ZMARLĘSRE c 
4 — To £ ra. 
Jeżeli więc P dąży do nieskończoności, mamy lim ry = e oo 
lim 7, = £ œo, lim r, = £ o0, gdzie € = + 1l, a więc 


lim W — — 1. (32) 


Zatem w granicy punkt @ położony na biegunowej p połowi od- 
cinek P, R. 


5. Styczne krzywych drugiego stopnia. Warunki konieczne 

i wystarczające, aby dana prosta była styczną krzywej dru- 

giego stopnia. Równanie stycznościowe krzywych drugiego 
stopnia. 

Wiemy z rozważań Rozdziału XVI. że równanie (2) przed- 
stawia w przypadku, gdy punkt P(Ę, y) leży na krzywej (1) styczną 
do krzywej w tym punkcie, a w przypadku szczególnym, gdy 
punktem tym jest środek krzywej, równanie (2) jest nieokreślone. 
Uważajmy dowolną prostą o równaniu 


uc -|- vy 4w = 0, (33) 
i spytajmy się, kiedy ta prosta jest styczną do krzywej (1). Po- 
trzeba w tym celu i wystarcza, aby istniały liczby k=E0, 6,4, 
dla których spełnione są równości 


Geomotrja analityczna na płaszczyznie. 26 
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k(AĘ -+ B -+ D) =, 
k(BĘ + C)+ E) =v, (54) 
k(DĘ-- En -+ F) = w. 
Mamy dalej związek 
ug -|- on + w= 0, 
lub 
ku 4- kon + kw = 0. (35) 


Równania (34) i (35) możemy uważać jako równania linjowe 
o niewiadomych kĘ, ky, k. Aby istniał przynajmniej jeden układ 
rozwiązań tych równań musi zachodzić równość 


ABDu 
BCE» 
DEF w 
u r w0 


= 0. (36) 


Rozwijając ten wyznacznik i zmieniając znak otrzymujemy równanie 
Wu? -- Gu + wt + Zzuv-- Zu ow-- 2x wu =0. (87) 
Wprowadzamy formę kwadratową o trzech zmiennych u, v, w 

S'u? 4v? -òw -4 2x vwt 24" wut- 2xuv= F(u, v, w) (38) 


A więc warunkiem koniecznym, aby równanie (33) przedstawiało 
styczną do krzywej drugiego stopnia jest, by spółezynniki u, v. w 
obracały w zero formę kwadratową (38). Spółezynniki u, v, w na- 
zywają się spółrzędnymi stycznościowymi (coordonnées tangentielles) 
linji prostej, a równanie (36) lub (34) równaniem stycznościowem 
(équation tangentielle) krzywej (1). 


6 Dyskusja równania stycznościowego krzywych drugiego 
stopnia. 


Uważajmy formę (38). Wyznacznik jej jest 
W= |x ð" xi, (39) 


a więc jestto wyznacznik minorów drugiego stopnia wyznacznika A 
i ma wartość A?. Odróżnimy następujące przypadki: 
1. A+ 0. Forma (38) nie daje się rozłożyć na iloczyn dwóch 
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form pierwszego stopnia. Z równań (34) otrzymujemy k, kĘ, ky. 
Mamy 
Pa + wow (40) 
A 

Nie wszystkie trzy minory x”, x, 5 równają się równocześnie zeru. 
Niechaj np. ò 0. Mnożąc pierwsze trzy wiersze wyznacznika (36) 
przez x”, x’, 8 i dodając pierwszy i drugi do trzeciego otrzymu- 
jemy wyznacznik 

A. B, D, u 

B G E. v 

0, u, A, x“ u -p n'o -4 òw 


M, 0, W, 0 


=0, 


a więc jeżeli mamy 


xn- xo- w= 0 (41) 
mamy też równość 
ABu 
ABC u|=0 (42) 


uvo 


Podobnie w przypadkach gdy x” względnie x' jest od zera odmienne 
mamy równości 


BCe ABu 
(43) AIDE w |=0, A|DE w |=0. (44) 
uv 0 up 0 


W przypadku 8-0 k jest odmienne od zera, jeżeli prosta (33) nie 
przechodzi przez środek krzywej. Jeżeli zaś prosta (338) przechodzi 
przez środek krzywej mamy z równości (42) 


Av? + Cu: — ? Buo = 0, (45) 

a więc kierunek A. u. prostej (33) jest kierunkiem asymptotycznym 
AA? -+ 2 Bàu + Cv? =0, 

więc prosta (33) jest asymptotą. Spółrzędne stycznościowe asymptot 

spełniają więc równanie stycznościowe (36). Zatem warunkiem ko- 

niecznym i wystarczającym, aby prosta (33) była styczną lub asymp- 

totą jest, by spółrzędne u, v, w spełniały równanie stycznościowe (36). 

W przypadku 84+ 0 mamy k 0, jeżeli mamy 
xu- xo 0. (46) 
26* 
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a więc jeżeli prosta (33) nie ma kierunku asymptotycznego. W tym 
ostatnim przypadku z równości (43). (44) otrzymujemy zależnie od 
tego, czy x”, czy x’ jest od zera odmienne 

Dy? — Euv — Bow 4 Cuw =0, 
lub 

Duv — Ku? — Avw +- Buw =0, 


a więc ponieważ mamy 


Bv — Cu =0, Av — Bu=0, 
otrzymujemy 
v(Dy — Ku) —0, (47) 
lub 
u(Dv— Eu) = 0. (48) 


Ponieważ Dv — Bu jest od zera odmienne, więc jeżeli x” Æ 0 
mamy v= Q0, a więc z równości 


xu- xo =U 


otrzymujemy u = 0. Jeżeli zaš x' += 0, mamy z równości (48) u = 0, 
więc też v = 0, w można obrać dowolne od zera odmienne. A więc 
żadna prosta w skończoności mająca kierunek asymptotyczny nie 
może być styczną do krzywej (1). 

2. A= 0. Teraz wyznacznik formy (87) równa się zeru, tj. 
forma rozkłada się na iloczyn dwóch form stopnia pierwszego. Ale 
pomiędzy minorami drugiego stopnia wyznacznika A a tym wy- 
znacznikiem mamy związki następujące 

Wd" — at = FA, ò" — xt = AA, 
3% — x" = CÀ, 
xx — x" 8" = DA, nz” wd = EA, 


fatt 


x'a" — xô = BA. 


(49) 


A więc wszystkie minory drugiego stopnia wyznacznika W rów- 
nają się zeru, czyli forma F' jest pełnym kwadratem, jeżeli nie 
wszystkie minory drugiego stopnia wyznacznika A a więc i wszyst- 
kie spółezynniki formy F równają się 0. Przynajmniej jeden z trzech 
minorów głównych ò, ô’, ô” jest wówczas od zera odmienny. Przy 
pomocy związków (49) otrzymujemy następujące tożsamości 


F(u, v, e) .$=(x'u-+x'v-+-5w)3, (50) 
F(u, v, w) .6 =(F'u-xv- x'w)*, (51) 
F(u, v, w). 3" = (zu -+ ò” v -4 x'w)? (52) 
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Wszystkie proste o spółrzędnych stycznościowych u, v, w speł- 
niających równanie pierwszego stopnia 


au + bv -+ cew =0 (53) 
przechodzą przez punkt P o spółrzędnych 


RT. „= - (54) 


gdzie zakładamy c +0. A więc tworzą one pek właściwy prostych 
o wierzchołku w punkcie P. Zatem równanie pierwszego stopnia 
(58), gdzie c jest od zera odmienne jest równaniem pęku właści- 
uego o wierzchołku P, którego spółrzędne są (54). Jeżeli zaś c=0, 
rownanie (53) jest spełnione przez spółrzędne stycznościowe pro- 
stych równoległych do kierunku, którego spółezynniki kierunkowe 
2. p są proporcjonalne do a i b 


à= pa, = pb, 


a więc przez spółrzędne stycznościowe prostych pęku niewłaściwego. 
W przypadku A = 0, gdy è+ 0 równanie (37) ma kształt 


(x"u -+ wo -+ òw)? =0, (55) 


a w przypadku A = 0, ò= 0, jeżeli krzywa (1) składa się z dwóch 
prostych równoległych od siebie odmiennych. albo kształt 


(uò 4 vx + wz”)! = 0, (56) 
albo kształt 
(us ++ vò” +- wxj =V. (57) 


Równanie (55) jest równaniem podwójnego pęku prostych, 
którego wierzchołkiem jest środek krzywej (1), tj. punkt przecięcia 
obu prostych. W drugim przypadku mamy x’ = x“ =0, więc rów- 
nania (56), (57) przedstawiają podwójny pęk drugiego rodzaju, mia- 
nowicie podwójny pęk prostych równoległych do dwóch prostych 
danych. 

Niechaj teraz wszystkie minory drugiego stopnia wyznacz- 
nika A równe są zeru. Wówczas każdy układ trzech liczb u, v, w 
spełnia równanie drugiego stopnia (37), a więc spółrzędne styczno- 
ściowe dowolnej prostej spełniają te równanie. Krzywa dana jest 
prostą podwójną, i dowolna prosta przecina ją w jednym punkcie 
podwójnym, może więc być uważana za styczną w tym punkcie. 
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7. Badanie ogólnego równania jednorodnego drugiego stopnia 
w Sspółrzednych stycznościowych. 


Uważajmy teraz zupełnie ogólną funkeję jednorodną drugiego 
stopnia w zmiennych u, v, w 


© (u, v, w) = au? + Zbuv -|- co? + Zduw + 2evw -+ fw? (58) 
i równanie jednorodne drugiego stopnia 
P(u, v, w) = 0. (59) 


Spytajmy się, czy równanie to zawsze może być uważane jako 
równanie stycznościowe pewnej krzywej drugiego stopnia. Chodzi 
o to, czy istnieje taka liczba k + 0, przez którą pomnożona funkcja 
(58) staje się funkcją F(u, v, w) poprzedniego ustępu. A więc chodzi 
o to, czy istnieją liczby 4, B, C. D, E, F, takie że minory wyznacz- 
nika A równają się odpowiednio 

G= kf 5 = ka, g = ko; 
* x = ke, x” = kd. 

Mamy związki (49) pomiędzy elementami wyznacznika A, 
a jego minorami drugiego stopnia. 

Oznaczmy przez D wyznacznik 

abd 
D=lb cel. (60) 
def 


Oznaczmy dalej przez H wyznacznik minorów drugiego stopnia 
wyznacznika D 


(61) 


G © w 


B 
Y 
B 
Mamy związki 


rp —s*= Da, ap — 3? = De, ay — B= Df, 


R > z (62) 
pe — ĉy = Dd, 55 — By = Dh, Bò — zs = De. 
Zatem możemy przyjąć 
= = (G= = ĝ 
A= a, B= ß; i r. D =ô, (63) 


E= e, F=q 
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k=D. (64) 


Zakładamy przytem, że D Æ 0. 

Jeżeli D=0, natenczas funkeja W(u, v, w) rozpada się na 
iloczyn dwóch funkeyj pierwszego stopnia w u, v, w. A więc rów- 
nanie (59) przędstawia wówczas dwa pęki prostych, właściwe lub 
niewłaściwe. Te dwa pęki schodzą się ze sobą wtedy i tylko wtedy, 
gdy forma P(u, v, w) jest pełnym kwadratem, a więc gdy wszystkie 
minory drugiego stopnia wyznacznika [) są równe zeru. W tym 
przypadku i tylko w tym przypadku równanie (59) jest równaniem 
stycznościowem. Jeżeli ma ono postać 


(au + bv + cw)? =0, (65) 


to jeżeli c + 0, jest ono równaniem stycznościowem równania (1) 
przedstawiającego dwie dowolne proste przecinające się w punkcie 
o spółrzędnych 


i jeżeli c=Q jest ono równaniem stycznościowem dwóch dowol- 
nych od siebie odmiennych prostych równoległych i mających 
kierunek 

n=pe =P 


gdzie ọ 4+ 0 jest czynnik proporejonalności. 

Zbiór prostych przedstawionych równaniem drugiego stopnia 
(59) nazywamy krzywą drugiej klasy, a równanie równaniem krzy- 
wej drugiej klasy. 


Cwiczenia. 


1. Dany punkt P na płaszczyźnie i krzywa drugiego stopnia. Zna- 
leżć miejsce geometryczne punktów M, których biegunowe są prostopadłe 
do prostej PM. 

2. Udowodnić twierdzenie Fregier'a: Cięciwy krzywej drugiego 
stopnia widziane z punktu P krzywej pod kątem prostym, przecinają 
normalną tj. prostopadłą do stycznej w punkcie P wystawioną w punkcie 
stałym Q. 

Zbadać w szczególności przypadek hiperboli równobocznej (w = 0). 

3. Znaleźć równanie stycznościowe prostych, które wycinają na 
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krzywej drugiego stopnia cięciwy widziane z biegunów tych prostych 
pod stałym kątem o. 

4. Znaleźć miejsce geometryczne punktów P, z których styczne 
do stożkowej tworzą z daną proslą równe kąty. 

5. Uważamy rodzinę elips i hiperbol spółogniskowych. Biegunowe 
dowolnego punktu P płaszczyzny względem tych krzywych tworzą krzywą 
drugiej klasy, złożoną ze stycznych do paraboli. 
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ROZDZIAŁ XXIII. 


Krzywe drugiego stopnia, przechodzące przez dane 
punkty i posiadające dane styczne. 


' 1. Krzywe drugiego stopnia, przechodzące przez dane punkty. 


Uważamy ogólną krzywą drugiego stopnia o równaniu 
flax, y) z Ast + 2Bry— (Cyt H2Dr+2Żky+-F=0. (1) 


Warunek, aby krzywa (1) przechodziła przez punkt P o spółrzęd- 
nych 6,7 brzmi * 


AĘ + 2 By + Cr + 2DĘ + 2kq+- F=0. (2) 


Jest on więc linjowy (pierwszego stopnia) względem spółczynników 
równania (1). 

Uważajmy teraz trzy punkty P, (%1, y,), Fą(z,, Ya) Ps(tz, Y3) 
od siebie odmienne i załóżmy, że krzywa (1) przechodzi przez te 
3 punkty. Jeżeli te punkty leżą na linji prostej /, natenczas funkcja 
f(x, y) rozkłada się na iloczyn dwóch funkeyj pierwszego stopnia 


lz+-my+n i la--wy--u'. (3) 
W istocie, niechaj równania prostej /£ parametryczne będą 
c =a+-rh, y =b-p ru. (4) 
Mamy wstawiając wyrażenia (4) w równanie (1) 
rie(A, 1) + Zr(a2X -+ Bu) +- /(a, b) = 0, (5) 


gdzie (A, u), æ, 5 są znane wyrażenia. Równanie to ma trzy od 
siebie odmienne pierwiastki ry, 74, g, a więc jest identycznie równe 0, 
tj. cała prosta / leży na krzywej 2-go stopnia (1). Ale wówczas, 
jak wiemy z rozważań Rozdziału IX. funkcja /(2, y) jest iloczynem 
dwóch funkcyj (3) pierwszego stopnia. 
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Udowodnimy teraz następujące twierdzenie: 

Twierdzenie 1. „Przez 5 danych punktów, z których 
żadne 3 nie leżą na linji prostej przechodzi jedna i tylko jedna 
krzywa drugiego stopnia nie rozpadająca się na 2 proste“. 

Uważajmy 5 punktów P,, i= 1, 2,...5 o spółrzędnych €,, 4,. 
1=|,2,...5. Mamy następujące równości 


AĘ; HBE +- Cr? + 2DĘ + 2 Kr, - F= O, 


3 
i =], 9..:.D. 7 


Równości te można uważać jako równania o niewiadomych 4,¿... F. 
Są to więc 5 równań o 6 niewiadomych. Macierz tych równań 
jest to macierz 
=p Și 71: LTE Gy, UE I 
(7) 
G» Es 75: M: Ees 75; 1 


Udowodnimy, że ranga tej macierzy jest 5, tj, że najwyższy stopień 
minorów nie równych zeru w macierzy tej jest 5. Obierzmy punkt 
P, jako początek O układu spółrzędnych. oś ©-ów przechodzącą 
przez punkt P,, a oś y-ów przez punkt P;, tj. qę=0. 6; =0. 
Macierz (7) ma wówczas postać 


0, 0, 0, 0, 0, 
R AL 20: 0, 
0 0, r, 0, Te. 
=P 4 UE Tjè» Dr Ta 


E2 p 2 £ 
S5. S6 Tjö + 16: "r js + 


St: 


(8) 


> mò m m ja 


Uważamy minor 5-go stopnia utworzony z kolumn 2-giej, 3-ciej, 
4-tej. b tej i 6-tej. Minor ten równa się wyznacznikowi 4-go stopnia 


0, 0. Ę,, © 
0, R: 0, 7% (9) 
2 
Sanes Ta: Sas Na 


Wyznacznik ten równa się iloczynowi liczby 56, =E 0 przez minor 
3-go stopnia 


0. T5, Ta 0, hs, 1 
2 = - 

Ka Mas Mis Na | FF fa Ni No | Ga, Mes 1 
< 2 5 

So Yis» 765 76 Ess 7a. 1 
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Iloczyn hahen, jest od zera odmienny, albowiem żadne 3 punkty 
z pośród 5 punktów danych nie leżą na linji prostej. Taksamo 
wyznacznik 3-go stopnia 


0, 7, 1 
S.: fa, 1 
55, Tos 1 


jest od zera odmienny, albowiem 3 punkty P}, P,, F, nie leżą na 
linji prostej. A więc minor (9) jest od zera odmienny. Zatem układ 
równań linjowych (6) można rozwiązać w jeden oznaczony sposób 
względem stosunków 

Bi 3 JA -s = (10) 

A A A A A 

tj A można obrać dowolne od zera odmienne a wówczas inne 
spółczynniki B,... F są w zupełności określone. Zatem przez 5 punk- 
tów F,, i=1....5 przechodzi jedna i tylko jedna krzywa właściwa 
drugiego stopnia gdyż niema krzywej przechodzącej przez te punkty, 
dla której A równałoby się zeru, bo wyznacznik 5-go stopnia przy 
bB, C, D, E, F jest jak widzieliśmy od zera odmienny. Stąd wynika, 
że i dla ogólnego położenia osi macierz (7) jest rzędu 5, inaczej 
istniałyby przynajmniej dwie krzywe, właściwe lub niewłaściwe, prze- 
chodzące przez tych 5 punktów, eo nie jest możliwe. 

Z otrzymanego rezultatu wynika. że jeżeli ranga macierzy (7) 
jest najwyżej 4, natenczas przynajmniej 3 punkty leżą na linji 
prostej. Ale jeżeli trzy, a nie więcej punktów, leży na jednej linji pro- 
stej, natenczas krzywa drugiego stopnia rozpada się na dwie proste 
w zupełności oznaczone. Zatem ranga macierzy (7) jest teraz znów 5. 
A więc jeżeli ranga jest +, przynajmniej 4 punkty muszą leżeć na 
jednej i tejsamej prostej. Dwa ze spółczynników 4,...F' można 
obrać dowolnie, a więc cztery ze spółczynników można wyrazić 
jako linjowe jednorodne funkcje dwóch pozostałych. Zatem przez 5 
punktów danych P, przechodzą z pewnością dwie od siebie odmienne 
krzywe 2 go stopnia 


AŻ y) ZU i a= (11) 


i ogólny wzór na wszystkie krzywe 2-go stopnia przechodzące 
przez te punkty jest 
Difi +4, 20, (12) 
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gdzie X,, A, są dwa parametry, mogące przyjmować dowolne war- 
tości. W istocie, widoczna. że krzywe przechodzące przez 5 punk- 
tów rozpadają się na prostą łą, na której leżą 4 punkty i na do- 
wolną prostą przez 5-ty punkt. 

Jeżeli ranga macierzy (7) jest 3, natenczas wszystkie punkty 
leżą na jednej i tej samej prostej i naodwrót Druga prosta jest 
wówczas zupełnie dowolna. W istocie, wówczas wszystkie minory 
3-go stopnia kształtu 


1 
7% 1]. (13) 
l 


gdzie í, j, k są liezby z liczb i,...5 od siebie odmienne są równe 
zeru, a więc wszystkie punkty leżą na linji prostej. Naodwrót, 
jeżeli wszystkie punkty leżą na linji prostej ranga macierzy (7) 
jest (3). Nie jest ona bowiem mniejsza niż 3, albowiem minory 


5 % | 
4 Ę 1 (14) 
GG I 


są od zera odmienne. Nie jest też większa niż 3, albowiem każdy 
minor 4-go stopnia macierzy (7) jest równy zeru. W istocie. mamy 
albo równości 

6, = ar, + B, Ó == ly 27.5881 
albo też równości 

n= a'k +p, i= 1, 2,...0 


Wstawiając pierwsze albo drugie wyrażenia w macierz (7) zamiast 
č, względnie zamiast 7, otrzymujemy macierz, której wszystkie ko- 
lumny są kształtu 

ani + BNF Y 


wL +Y, 


a łatwo widać, że macierz taka ma wszystkie minory 4 go stopnia 


względnie kształtu 


równe zeru. 

Równanie krzywej drugiego stopnia, przechodzącej przez 5 
danych punktów w przypadku, gdy macierz (7) jest rangi (5) na- 
piszemy w postaci wyznacznika, rugująe spółczynniki 4, .. ¥ z rów- 
nań (1), (6). Otrzymamy równanie 
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c, cy, y?, z, y, 1 
p : z 
G. 5 Nas Ni Sis Mas d 


=0. (15) 


RAE NIN | 
S5 So Tg: Tim Zas Tos 


2 Warunek, aby sześć danych punktow leżalo na krzywej 
drugiego stopnia. 


Jeżeli 6 punktów P,, i = 1.2,...6 o spółrzędnych €,, 7, leży 
na krzywej drugiego stopnia (1), natenczas równa się zeru wy- 
znacznik 6-go stopnia 

Eh 671, 7, Śr 7a, L 


(16) 


au) 


m Se Tie Tie Św Ta: 1 


i naodwrót. Istnieje więc 6 liczb à, ¿= 1,2,...6 nie wszystkich 
równych 0 i takich, że zachodzą następujące równości 


6 b 
2 p2 == U, 3, Ę, Tj = 0, 
Pd 
=] i=} 
U 4 
" 4 7 | |) 
jj =0, DnE =, (17) 
ml i=1 
6 “ 
. 1. 
2 an= 0, > 4, =0. 


1=| i=) 
Uważajmy dowolną krzywą drugiego stopnia o równaniu (1). 


Mamy równość 


ŻY m =0. (18) 


i=j 
Naodwrót, jeżeli równość (18) zachodzi dla wszystkich krzywych 
2-go stopnia, sześć punktów P, leży na krzywej drugiego stopnia. 


3. Pęki krzywych drugiego stopnia. 
Uważajmy dwie krzywe drugiego stopnia 
f(x, y) =0, f(v, y) =0. (19) 


Uważajmy równanie 


4, (© y) +- h(a y) =0, (20) 
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gdzie X,, A, są dwie dowolne liczby nie obie równe 0. Równanie 
to przedstawia krzywą 2-go stopnia przechodzącą przez punkty 
wspólne krzywym (19). Naodwrót uważajmy krzywą drugiego sto- 
pnia o równaniu (1) przechodzącą przez punkty wspólne krzywych 
(19). Uważajmy punkt P tej krzywej, o spółrzędnych 6, 4 odmienny 
od punktów wspólnych obu krzywych. Mamy przynajmniej jedną 
z dwóch nierówności 


MĘ, 4) #0, FAR n) + 0. 


Zakładamy przytem, że krzywe (19) są od siebie odmienne. Niechaj 
np. będzie /, (Ę, n) 3:0. Kładąe w równaniu (20) 


Ai =al; T) d = FAZ r) (21) 
otrzymujemy równanie nie zerowe krzywej drugiego stopnia 
Miz, Y) fal, 9) — (2%, y) AlE 7) >0 (22) 
należącej do krzywych (20) i przechodzącej przez punkt P. Mówimy, 
że mamy pęk (faisceau) krzywych drugiego stopnia. 

Uważajmy dwie krzywe od siebie odmienne pęku (20), odpo- 
wiadające wartościom àj, 4, i X, X; parametrów X,, à, Mamy nie- 
równość 

MG — Mi =kv. 


Oznaczmy lewe strony równań tych krzywych przez F, (Œ, y), 


Fo (z, y) 
PEE A 5) 3% f(x, y) = F, (w, y) 28% 
Jyf (©, y) -H ifle, y) = Fla, y). 28) 


Możemy naodwrót wyrazić /, (x, y) i fą(x, y) jako linjowe jednorodne 
funkcje funkcyj F,(x y) F,(x,y), a więc można równanie (20) 
pęku zastąpić przez równanie 


A, Filc, y) + Ay Fala y) =0, (24) 


w którem A, i Ag są dwa nowe parametry. 


4. Krzywe drugiej klasy posiadające dane proste. 


Uważajmy pięć dowolnych prostych 4, ¿= 1, 2,...5 o rów- 
naniach 


mx- py 4- w, =0, s=l, 2,...6: (25) 
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Zakładamy, że żadne trzy proste nie przechodzą przez jeden i ten 
sam punkt ani żadne trzy nie są do siebie równoległe, tj. że żaden 
z wyznaczników trzeciego stopnia 


Kw U W, 


Hy D, W, (26) 


J 
U, Ve tir 

nie równa się zeru. Uważamy krzywą drugiej klasy w spółrzędnych 

styczniościowych u, v, w 


au? 4- Zbuv + cv? -4 Zduw -+ Zevw +- fw? = Ù. (27) 


Załóżmy, że proste ł, należą do krzywej (27) Mamy do spełnienia 
warunki 


aw -- bun -+ cej + Zdun, + ento, + fu? =0, (28) 


==], 2,...0 


Rugując z równań (27), (28) spółczynniki a,.../ otrzymujemy rów- 
nanie 

n? uv, 03 uw, vw, wt 

NĄ, UU, Bł, ty Oy, Dy Wys W Eg (29) 


2 2 2 
Nis, ty Dz, Dz, Mg tóg, Hy tgs ACZ 


Możemy udowodnić, podobnie jak poprzednio, że jeżeli żadne 
3 proste (25) nie przechodzą przez jeden i tensam punkt, ani nie 
są do siebie równoległe. natenczas ranga macierzy o 5 wierszach 
i 6 kolumnach 
W, My Dy, Vi, Uy Wry Wy Wys WF 
(30) 


Uz, My Dy, U, Mg ty, Ug Op, W 


jest 5. W istocie, załóżmy że proste /,,/, są osiami spółrzędnych, 
a więc że mamy 
th ZU, ==, o 0, = 

Mamy więc macierz 

0, (0, 2, "M 0, 0 
Bas, 0; HG. 0, TONE 
W, Udy, D2. Uy Wys Da Was 103 |. (31) 
U, 404, Wj, N4t0y, Valg 103 
WS, My Wy, V. My Wg, Ug Wg, MS 
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Uważajmy minor tej macierzy należący do kolumn 1-szej, 
3-ciej, 4-tej, 5-tej, 6-tej. Równa się on co do bezwzględnej wartości 
iloczynowi xżvj przez minor trzeciego stopnia 


ły tg, Ca Ugy ACZ 

ta Wa, Dy. ti |- (32) 

lig z, Hy Wg, IF 
Ale ponieważ ww, w, 40 albowiem żadna z trzech prostych 
lz, lss l nie przechodzi przez początek układu i ponieważ żaden 
z wyznaczników trzeciego stopnia (26) nie równa się zeru, więc 
minor ten jest od zera odmienny. 

Dochodzimy zatem do twierdzenia 

Twierdzenie: „Istnieje jedna i tylko jedna krzywa drugiej 
klasy, da której należy 5 prostych Ř, i = 1, 2,...5 nie przechodzą- 
cych żadne trzy przez jeden i tensam punkt“. 

Taksamo można udowodnić, że jeżeli trzy proste i nie więcej 
jak 3 proste przechodzą przez jeden i tensam punkt, ranga macie- 
rzy (30) jest 5. Równanie (29) przedstawia wówczas dwa pęki 
prostych, jeden o wierzchołku, w którym się 3 proste przecinają, 
drugi należący do dwóch pozostałych prostych. 

Jeżeli cztery i tylko cztery proste /, przechodzą przez jeden 
itensam punkt, lub są do siebie równoległe, natenczas istnieje oo! 
krzywych o równaniu drugiego stopnia (27) spełnionem przez spół- 
rzędne tych prostych. Ranga macierzy (30) jest 4. Nareszcie jeżeli 
wszystkie 5 prostych przechodzą przez jeden i tensam punkt lub 
są do siebie równoległe, ranga macierzy (30) jest 3 i naodwrót. 
Lewa strona równania (27) jest wówczas pełnym kwadratem funkcji 
linjowej jednorodnej zmiennych u, v, w. 


Ćwiczenia. 
1. Dany pęk krzywych drugiego stopnia: 
M + 24 = 0 (1) 


Uważamy dowolny punki M. Biegunowe tego punktu względem krzywych 
pęku tworzą pęk Stosunek podwójnego podziału 4 biegunowych pęku, 


M 
odpowiadających 4 stosunkom (8 nie zależy od punktu M. 
1 
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2. Uważamy pęk stożkowych (1). Czy wśród tych stożkowych 
istnieją koła? Czy istnieją hiperbole równoboczne? 

3. Znaleźć równanie środków stożkowych pęku (1). 

4. Zbadać, cży istnieją pary kierunków sprzężone względem wszyst- 
kich stożkowych pęku. 

5. Zbadać, czy przez 4 dane punkty można zawsze przeprowadzić 
parabolę. 


<jeometrja analltgczna na płaszczyznie. 27 
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ROZDZIAŁ XXIV. 


Przekształcenia krzywych drugiego stopnia. 
I. Przesunięcia krzywych drugiego stopnia. 


1. Pojęcie przesunięcia punktów na płaszczyźnie. 


Uważajmy dowolny punkt P na płaszczyźnie o spółrzędnych 
«,y i przyporządkujmy mu punkt P’ o spółrzędnych æ’, y’. Mó- 
wimy, że mamy przekształcenie punktów na płaszczyźnie. 

Mieliśmy już do czynienia z jednem z takich przekształceń, 
a mianowicie z przesunięciami płaszczyzny. Uważajmy krzywą © 
o równaniu 


/(a, y) =0. (1) 


Przesuwamy płaszczyznę w sobie tak, aby początek O układu x, y 
przeszedł w punkt O” o spółrzędnych a,b i aby osie x, y przeszły 
w osie x”, y' o spółczynnikach kierunkowych a,. b, i ag, b}. Krzywa 
C przechodzi w krzywą ©” przesuniętą krzywej C o równaniu 


f'(x, y) =0 (2) 
w układzie spółrzędnych x, y. Pytamy się, jakie jest równanie krzy- 
wej przesuniętej ? 
Pomiędzy spółrzędnymi X, Y punktu P’, a spółrzędnymi 
punktu P zachodzą związki 


X=a+a2z+ my, M 


Y =b + bx + by, 
Mamy więc związki 
z = b, (X — a) — a, ( Y — b), 
y = b, (X — a) — m (Y — b), (3) 


albowiem mamy 
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sin 67 
sinó 
albowiem kąt 0’ jaki oś y’ zawiera z osią x” równa się kątowi ô. 
Otrzymamy zatem równanie krzywej przesuniętej zastępując w rów- 
naniu (1) spółrzędne x, y przez wyrażenia (4). Mamy więc tożsamość 


t bą mr `a b, = 


1, 


IA, Y) = f(b (X — a) — al Y — b), b (X— a) — a (Y — b)|. 


2. Warunki konieczne i wystarczające, aby dana krzywa (2) 
była przesuniętą danej krzywej (1). 


Warunkiem koniecznym i wystarczającym jest oczywiście, 
aby istniało przesunięcie (3) takie, że jeżeli przez x, y’ oznaczymy 
spółrzędne punktu P’ w nowym układzie v’, y, a przez æ, y spół- 
rzędne tegoż punktu w dawnym układzie, równania (2) i 

fr,y)=0 (5) 
przedstawiają tęsamą krzywą ©’. 

Mamy więc przekształcenie układów spółrzędnych dane wzorami 


zr=a+-041 -+ Gzy, 


6 
| p=b--hs by, (6) 
gdzie 
F=zZY, (7) 
a więc 
sin B' = sin 0, (8) 


cos b' = cos ( 

przeprowadzające równanie (2) w równanie (5). Mamy więc związki 

abh — ha; = 1, (9) 

a, da -+ by b, +- (a, bs -+ a,b, ) cos O = cos 6, (10) 

konieczne i wystarczające, aby zachodziły związki (8), więc równość (7). 

Mieliśmy następujące niezmienniki względem przekształcenia 
układów spółrzędnych: 

A ò w 


sin* 6” sin?’ sin?’ 
w przypadku ò= 0, A = 0 zaś następujące dalsze 
g” yo 
Aw sin? h’ Cw sin? 6" 
g7” 
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Rozróżniamy następujące przypadki: 
T. 0-704 1. A$ 0: 
Ponieważ chodzi o niezmienniki absolutne, i ponieważ 0' = 0, 


mamy niezmienniki 


: w? - : A: 
(11) NN=—<, (12) N ==: 


= 
G 


Uważamy dalej trzeci niezmiennik absolutny 


A 
N = Ż0 (13) 
i mamy związek między niezmiennikami 
Le. N 
N; = N. 3 (14) 


1 

Oznaczając przez Ni, Ng, N; niezmienniki krzywej C' w układzie 
æ, y tj. równania (2), a przez N,, N,, N; niezmienniki krzywej C 
w układzie x, y, tj. niezmienniki równania (0) mamy więc nastę- 
pujące warunki konieczne aby krzywa C’ była przesuniętą krzywej C 


(15) Ni= N, (16)” Ni = Ns, (17) NI=M. 

Aby się przekonać, czy te warunki są wystarczające, wpro- 
wadźmy zamiast osi x, y nowe osie x,, y,, osie główne krzywej C, 
a zamiast osi x. y’ nowe osie 2;,y,, osie główne krzywejC”. 

Oznaczmy przez Si Ś' znane wielkości, odnoszące się do rów- 
nań (5) i (2) Mamy następujące równania na Si na S’ 


sin? St — » 5 +5 =0, (18) 
sin*0 871 — w'S' 4-3 =0. (19) 
Stąd otrzymujemy 
w | z : 
q -14 MaL lg -< 5) 
S= z ini E gaint O 4, (2%) 


B= 1 Von 4%. (21) 


oa 2sin?z9 t 2sin?( 


Na półosie obu krzywych otrzymujemy wzory 


A A 
a= zę, „0 = zz" (22) 
ya ny En ny 
ua = yg b" = zg; (23) 
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gdzie a, b są półosie krzywej C, a aœ’, b półosie krzywej C’. Na 
sumy Ii iloczyny kwadratów półosi mamy wzory 


hi m. A? sint 9 


ya? „£,5* = BS, S, ae = N, sint 8, (24) 

e, a? -|- ebt = TR (25) 
Taksamo mamy 

cja". gbt = REG ZE zp — = Nisin? 0, (26) 

a> da my = = NI (27) 


A więc sja’? i sb? mogą się tylko porządkiem różnić od 
£,a? €,b*, tj. mamy albo 


albo 


A więc mamy albo 


albo też 


Zatem obie krzywe ČC i C’ w układach prostokątnych 2,, y4; 
i xi, Yı mają albo tesame równania, albo też przez zmianę osi mo- 
żemy te równania sprowadzić do tej samej postaci Zatem warunki 
(15), (16), (17) są też wystarczające. 
T OEO R AO 
Mamy teraz tylko jeden absolutny niezmiennik różny od zera 
N,. Równania krzywych C i ©’ są w układach osi głównych 
Zi, Yı Í Z, Yi 
Sa 4 Syt = 0, (28) 
Sit + Siy = 0, (29) 
Mamy dalej 
0 w? 
S, _w+-|wr— 4% [z w ż FAL b +N —4_ 
S; w — Jo? — 45 |» -yx = m 27 -E VN. — 4 (30) 
z 5 


= HIN, + JAY c= 4] = 4(4, — ip VM (M 4)). 
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Tak samo mamy 
S; pó NGN M Pr 
s =N; —24-/NN, — a; (31) 


Se Si ; Ę A 
Zatem G i a albo są sobie równe. albo też jedno równa się od- 
Ją 


: 
wrotności drugiego. A więc zamieniając ewentualnie osie spółrzęd- 
nych ze sobą otrzymujemy dla obu krzywych tesame równania, 
czyli że dwie proste przedstawione w układzie x, y równaniem (5) 
są przesuwalne w dwie proste przedstawione w tym układzie rów- 
naniem (2), tj. warunek 
M =N; 
jest wystarczający. 
22, o0 a AEO 
Mamy teraz niezmiennik absolutny 
N= B (32) 
Równanie krzywej C w układzie prostokątnym x,, y, głównym, 
tj. którego oś x, jest osią główną, ma teraz postać 


Sy; +2D'x, =0, 135) 
gdzie mamy 


D = DX + Ku. 


Kierunek główny jest asymptotycznym i mamy 


ah + by, = U, 
(Db — Ka)* = — eA, 
1 
Va: 4-6: — Jab cosh 


cw = at 4 $t — 2a b cos b, 


D'=(- Db+ Ea). 


a więc R 

p= |ô (34) 
Vzw w 
Dalej mamy równanie na S 
S? sin? 4 — Sw =0, (35) 
a więc 
0 

S = za 36 
Sı sin? (36) 
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zatem mamy 


A = sin? - r = sin? (] EW 


Zupełnie tak samo otrzymujemy 


znani R", 
(D') =|/-5. (35) 
S? sin? ) — S'o =0, (86) 
= za b” 
(Dry = (80) 
gi = sin? f = N”, 


Zatem jeżeli napiszemy równania krzywych C i C’ w postaciach 
(38) yi — 2pr =0, (39) yit — 2p'z; =0, 
mamy związek 
P=+Pp. (40) 


Krzywe są więc przesuwalne jedna w drugą, jeżeli zachodzi wa- 


runek wystarczający 
WZ (41) 


Il. d0=0. 2 A=0. 
Teraz równanie krzywej C sprowadzamy przez wprowadzenie 
osi głównych do postaci 


5” A 
albo też do postaci 
e A 
Sitom. (48) 


Zupełnie tak samo sprowadzamy równanie krzywej ©’ do jednej 
z dwóch postaci 


RTEA i 
siyi + Č =, (44) 
Sis T=0 (45) 
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Mamy 
- : A 
"a ginih’ 
z — w" 
“2 — gin? h’ 


a więc wprowadzając niezmienniki 7%, 4 


F 8” ; b' 
(46) m, ==sin*8 "yt (47) n = sinih oć 


mamy równania krzywej © 

(48) y4—n =0, (49) y — m=(0, 
i tak samo równania krzywej C’ 

60) y= n=l, (61) y—m=0. 
Zatem mamy warunki konieczne i wystarczające 


ni = hy, A = r (52) 
lub 


N; = M, Na = f» (53) 


3. Niezmienniki względem przesunięć dwóch krzywych. 


Z wywodów poprzednich wynika, że jeżeli jakaś funkcja spół- 
czynników 4,...F równania drugiego stopnia krzywej C 


FAS 


jest niezmiennikiem tej krzywej. względem przesunięć, natenczas funk- 
cja ta jest funkcją niezmienników, które wprowadziliśmy. W istocie, 
wprowadzamy dla krzywych Ci C’ osie główne jako nowe układy 
osi spółrzędnych i otrzymujemy nowe równania tych krzywych. 
W przypadku I. 1. funkcja niezmienna równa się funkcji spółczyn- 
ników eat, e+b*, ale ta funkcja jest funkcją symetryczną tych spół- 
czynników, a więc funkcją N,, N;, N;. W przypadku I. 2. mamy 
znów funkeję spółczynników S, Sg, symetryczną, a więc funkcję 
niezmiennika N,. W przypadku II. 1. mamy funkcję niezmien- 
nika N, i nareszcie w przypadku II. 2. funkcję niezmiennika m,, 
lub niezmiennika n. 
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H. Przekształcenia homotetyczne krzywych dru- 
giego stopnia. 


1. Własności przekształcenia homotetycznego. 


Uważamy punkt © dowolnie obrany o spółrzędnych a, b środek 
(centre) homotetycznego przekształcenia. Każdemu punktowi P(x, y) 
przypisujemy punkt P’(x, y) w następujący sposób. Na dowolnej 
osi SP łączącej S z P odcinamy wektor SP” w ten sposób, aby 
stosunek wartości wektorów 

SP” 

SP 
równał się tej samej à priori danej liczbie k odmiennej od zera, 
dodatniej lub ujemnej. Przekształcenie to nazywa się homotetycznem 
(homothótie), a mianowicie wprost homotetycznem (homothćtie directe), 
jeżeli k jest liczbą dodatnią, a odwrotnie homotetycznem (homothetie 
inverse), jeżeli k jest liczba ujemna. 

Napiszmy równania osi SP w postaci parametrycznej 


© =qa+-rh, 3 
== b -|- ri. (64) 


Jeżeli punktowi P’ odpowiada wartość r” parametru, natenczas mamy 


(55) 
przyczem mamy 
ap. (56) 


Pomiędzy spółrzędnymi punktu P a spółrzędnymi punktu 
przekształconego P’ mamy więc związki 
w =at kæ—a, y=beklyb) (57) 
z których otrzymujemy odwrotnie 


c=a+ n  y=b+S. (68) 


Każdemu punktowi P’ odpowiada więe zupełnie oznaczony 
punkt P, którego ten punkt jest punktem przekształconym. Liczba 
k nazywa się stosunkiem homotetyczności (rapport d?homothćtie). 
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Następujące są najważniejsze własności przekształceń homo- 
tetycznych: 
1) Linje proste przechodzą w linje proste. W istocie, jeżeli 
pomiędzy x i y mamy związek 
Ax + By C =0, (59) 
natenczas pomiędzy x’, y’ mamy związek 


= 


TERRERE 
a więc związek 
A 


> KA 343 
p Hgy 14a 


przedstawiający linję prostą. à 
Jestto linja prosta równoległa do prostej (59). Naodwrót do 
dowolnej linji prostej o równaniu 


Ax + Wy -+0'=0, (61) 


kl k—1 
z + BŁ 


+C=0 (60) 


otrzymujemy prostą zupełnie oznaczoną, która przechodzi w tę 
prostą. W istocie, spółczynniki równań (60) i (61) są do siebie 
proporcjonalne, a więc mamy związki 


A 
== 5 PE 
B rz 
B'=g5 PE (62) 
neS 7% EEE 
C' =p|4a—— + Bb- +-0 
z których otrzymujemy 
deitas ia ziŃ, 
P P 


g’ « w 
C= m. N a ea bfk — 1). 
2 p Ak 


Jeżeli prosta dana przechodzi przez środek, mamy 


da + Bb4 C 0, 
i wówczas mamy też m, 


A'a + B'b + €' =0, 


tj. prosta przekształcona przechodzi też przez środek. 
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Prosta przeckodzi przekształceniem homotetycznem w siebie 
samą, jeżeli mamy 
APA. B' = poB, Że 


a więc jeżeli mamy 


© k—1 k—1 
- = yeoz=m © 
k Aa 7 -+ B k +C, 


a więc 
(Aa + Bb- C)(k— 1) = 0. (63) 


Zatem, jeżeli k = 1, każda prosta przechodzi w siebie samą. co jest 
oczywiste, bo przekształcenie jest ıdentyczne. W przeciwnym razie 
mamy warunek 

Aa + Bh— C=10, (64) 


tj. prosta przechodzi przez środek S. 

2) Kąty dwóch prostych nie zmieniają się w przekształceniu 
homotetycznem. Oczywiście wartości bezwzględne kątów się nie zmie 
niają, ponieważ proste równoległe przechodzą w proste równoległe, 
Ale i znaki kątów się nie zmieniają. W istocie, jeżeli na prostej 
danej uważamy kierunek A, p. taki, że mamy 


=at pa, y =p F pp, 
natenczas kierunkowi temu odpowiada kierunek, który otrzymujemy 
ze wzorów 
x! =a + k(a + pà — a), 
y =b4+ k + pp — b), 


a więc jeżeli k> 0 tensam kierunek, a jeżeli k © 0 kierunek prze- 
ciwny, tak że znaki kątów pozostają tesame. 

3) Składanie dwóch przekształceń homotetycznych. 

Uważajmy dwa przekształcenia homotetyczne, które symbo- 
licznie oznaczymy przez T(a,b; k) i przez T,(a,,b,; k,). Prze- 
kształómy punkt P najpierw przekształceniem T, a następnie punkt 
przekształcony P’ przekształceniem T, w punkt P;. Mamy więc 
wzory 

z = a + kz — a), 


y =b -+ k(y — b), (65) 
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z” =a, + k,(x' — ay), 


zab, N — BH (66) 
Otrzymamy na przekształcenie wypadkowe wzory 
x =«4, + kija — a, > k(x — aj, (67) 
y“ =b, + klb — b, + kly — Bl , 
Są to więc wzory kształtu 
VaT NS, (68) 


y = P + my. 


Aby wzory (69) przedstawiały przekształcenie homotetyczne 
o środku S, o spółrzędnych ag, by, a o stosunku ko potrzeba i wy- 
starcza, aby miały postać 


x = a, F kolt — ao), y = b + koly — bo) 
a więc abyśmy mieli związki 
k = m, 
all — k) = 2, ba (l — ko) =$. 


Zatem jeżeli zachodzi nierówność 


m =p 1, 


wzory (68) przedstawiają przekształcenie homotetyczne o stosunku 


ką = m, (69) 
i o środku 
a 6 * 
= = € 
SE. bo |-m (70) 
Jeżeli zaś mamy m = |, natenczas, jak wiemy, wzory (68) 


przedstawiają translację. 
Zatem iloczyn dwóch przekształceń homotetycznych (65) i (66) 
jest przekształceniem homotetycznem, jeżeli zachodzi nierówność 


kk, Æi. (71) 
Wówczas mamy wzory 

ką =kką, (72) 

__ a + k,(a — a,) — kka 

“ies si ow wow 
l = kk (28) 

y= b -+ k, (b — by) — kk, b 

Aa I — kk, ? 
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albo 


Zatem punkty S, S’, 6, leżą na jednej i tejsamej linji prostej. 


2. Warunki konieczne i wystarczające, aby dwie krzywe 
były przekształcone jedna drugiej przekształceniem homo- 
tetycznem. 


Uważajmy dwie krzywe C, C’ o równaniach 
Mz, y) =0. (74) 
f’ te, y) =0. (75) 


Aby te krzywe były homotetyczne, potrzeba i wystarcza, aby istniało 
przynajmniej jedno przekształcenie (57), przekształcające te krzywe 
w siebie. To znaczy musi zachodzić tożsamość 


f'|a--k(r— o), b+ k(y—hb)|=zm/f(x,y), (76) 
gdzie m jest pewien ezynnik proporcjonalności. Więc mamy 
A' |a + k(x — a)]* +- 2 B'[a -4 k(x --- a) [b -+ kiy — b)] +- 
+ C [b + ky — b]? + 2D [a + k(x — a)| + 
+ 2E'|b + k(y —b)| + F = mld xt + 2 Bry -+ 
+ Cy+2Dx + 2Ey+-F) 
Zatem zachodzą związki 
A’ kt = mA, B' k! = mB, C'kżi=mtC, 
(A'p + B'q+- C’) k= mD, 


(B'p +- €'q + E')k = mE, (77) 
AP + 2B'pq 0 +2Dp+26'9+F'=mR, 
gdzie położyliśmy 
p=a(l — k), qg =b(1 — k). (18) 


Zatem przedewszystkiem spółezynniki przy wyrazach dru- 
giego stopnia są do siebie proporcjonalne. Kierunki asymptotyczne 
są tesame. 
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Możemy zawsze założyć, że m =k? mnożąc równanie (15) 
m 


przez z. Związki (77) mają wówczas postać 
X = A B = B, C =G, 
A'p -+ B'g -+ D' = kD, 
B'p -+ O'q- E = kE, (78) 
p(A'p + B'q + D) + 9(B'p + Cg +E) + Dph K'q +- 
+P = eF. 


Ostatnie trzy związki są równaniami względem trzech niewiado- 
mych p, g, k. Trzecie równanie można napisać w postaci 
kDp -+ kKą + D'p 4 K'q-— KF" = kr. (80) 
Aby istniały wielkości p, g spełniające dwa pierwsze równa- 
nia (79) i równanie (80) potrzeba, aby równał się zeru wyznacznik 
trzeciego stopnia 
| 4', B, D—kD 
B', Ć', E’ -— kE |=0. (81) 
| D'—kD, K'—kE. F — eF 


Odróżniamy następujące przypadki: 

I OE, da AO: 

Pierwsze dwa równania (79) dają nam p i q. Do każdego k 
spełniającego równanie (81) należy oznaczony układ na pi q, a stąd 
ze wzorów (18) oznaczony układ wartości na aib, z wyjątkiem 
przypadku, kiedy k= 1. Wówczas tylko układowi p= 0, q=0 
odpowiadają układy wartości na aib zupełnie dowolne, innym zaś 
układom na pig nie odpowiadają żadne układy wartości na aib. 

Równanie na k możemy napisać w postaci 


A, B. D A, B, — kD 
B, C, E’ +- B, 0, — kE |=0, 
D'--kD, E4 kE, F b'-+-kD, E'++kkK, — kF 
czyli w postaci 
A B D A B D 
BCK'|>k|BC k'|— 
D E' F DEO 
ABD A B z 
—k|lB C E|=MIB C E|=( 

DE 0 D E F| 
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a więc w postaci 


Ne a (82) 


gdzie A i A” są znane wyznaczniki dla funkcyj (74), (75). Otrzy- 
mujemy więc na k dwie wartości następujące 


e=) (83) 


Wielkości A i A” są równocześnie odmienne od zera lub równe 
zeru. k jest rzeczywiste, jeżeli Ai A' są tego samego znaku, a uro- 
jone, jeżeli znaki są przeciwne. Każdej wartości na k odpowiadają 
oznaczone wartości na aib, z wyjątkiem przypadku, gdy mamy 


â’ = å. 


Wówczas jedna z wartości na k równa się 1. Aby dla k= 1 aib 
miały wartości skończone potrzeba i wystarcza, aby było p = g = 0, 
a więc 

D' =D, M= 6 


1 


FƏ. 

Zatem krzywe Ci C’ są wówczas identyczne, i każdy punkt na 
płaszczyźnie jest środkiem. Wartości k = — 1 odpowiada zawsze 
zupełnie oznaczony środek. 

Można się spytać, kiedy oba środki, S, o spółrzędnych a, b 
odpowiadający jednej wartości na ki S, o spółrzędnych ay, bz, 
odpowiadający drugiej wartości na k są tesame. Widoczna, że po- 
trzeba i wystarcza abyśmy mieli równości 


Dr—k,D_D'—kD 


1-%  1=k' 

E'—k KE _E'—KhKE 

1—  I=K" 
a że kę = — k,, mamy 


(D' — k D)(1 + k,) = (D -+ k, D)(1 — ki), 
[E — k, E)(1+ kp = (E' -+ k E)(1 — k) 
a więc 
s E' = E. 


Środkiem homotetyczności jest teraz środek krzywej. 


Teraz k jest zupełnie dowolne, a więc pierwsze dwa równa- 
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nia (79) dają nieskończenie wiele układów na p ig. Rugując z tych 
równań k otrzymujemy równanie 


Aa + Bb 40,  Aa-+-Bb+D|_, (84) 
Ba-+-Cb+4-E',  Ba--Cb+-E l 


Jestto równanie pewnej linji prostej i można je napisać w postaci 


Aa + Bb, z|- Ada + Bb, D waes 


, 


Ba + Cb, E Ba + Ch, E ję E 


lub w postaci 


(Aa + Bb) (E — E') — (Ba + Ch)(D — D') + (85) 
+ D'E — DE' =Ù. 


Prosta ta widocznie przechodzi przez środki obu krzywych ©, C”. 
Każdy punkt tej prostej, z wyjątkiem tych obu środków może być 
uważany jako środek homotetyczności. 

m OE0 AZ 

Równania (79) i (80) mają teraz następującą postać 


ea(ap 4-69) + V —kD=0Q, 


eb(ap 4- bq) 4-E' — kE=0, (86) 
(D + k Dyp +- (E' + k Eją + F' — AF =0. 
Mamy dalej 
(Dh — En = — sA, 


(DÈ — E'a)! = — sA, 
a więc 
DE — Ea 


k= = E. 
Db — Ka 


(87) 


Aby pierwsze dwa równania (86) względem piq były zgodne, 
potrzeba i wystarcza, aby był spełniony warunek 


a, D'— kD LA 
b E' —kE : 


a więc aby k równało się 
płŁ— R'a 
Db — Ea ` 
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czyli, że we wzorze (87) można tylko obrać górny znak. Wyznacz- 
nik przy p i q w równaniach pierwszem i trzeciem, lub drugiem 
i trzeciem równa się iloczynowi a względnie % przez 


Ac. Ph 
D'LkD,  E'-LkE| 
a więc równa się 


D'b— E'a „= = J= nM Gry > 
F E Ez (Ea — Db) + E'a — D'b=2(E'a — D' b) == 0. 
Mamy zatem jeden środek homotetyczności. 
Il 60=0. 2. A= 0. 
Mamy teraz ' 
D = ma, E = mb, 
D = wu, E' = m'h 
i równania 
sa(ap -+ bq) Halm — km) =0, 
sb(ap +- bq) -Him — km) = 0, (88) 
alm +- km)p -4b (m +- kmg F — kF = 0. 


A więc mamy trzy równania na niewiadomą ap +bq. k wy- 
znaczamy z warunku 


lF” — KE) — (m — km)(m' -+ km) =0, 


czyli 
pay 
— sF=m* 
Otrzymujemy zatem wzory 
k = cai ; (89) 
T (90 
== g' . )} 


Otrzymujemy w przypadku dwóch prostych równoległych od 
siebie odmiennych dwie wartości na k, a więc dwie proste środków 
równoległe do obu par prostych danych. W przypadku prostych 
podwójnych mamy 


eF—m =0, EF — m= 0, 


i k może być zupełnie dowolne. 


Geometeja analityczna na płaszczyśnie, 28 
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II. Przekształcenia podobne krzywych 2-go stopnia. 
1. Własności przekształceń podobnych krzywych drugiego 
stopnia. 


Przekształceniem podobnem (similitude) nazywamy przekształ- 
cenie, które polega na wykonaniu po sobie w dowolnym porządku 
przesunięcia i przekształcenia homotetycznego. 

Mamy więc następujące wzory przekształceń 


w =4-- az -+ dzy, 
y = p + br + bay, 
x" = a(l — k) -+ kz, 
y" =b(l — k) + ky’. 
Otrzymujemy wzory wyrażające æ”, y” przez %, y w postaci 
z” = a(l — k) + ka -+ kax -+ kasy, 
y" =b (1 — k) + kB + kb, © + kbęy. 


Wykonywując naprzód przekształcenie homotetyczne, a na- 
stępnie przesunięcie, mamy wzory 


z" =u 4 aall — k) ++ a4b(1 — k) + ka, x + kasy, 
y" =B +b a(l — k)=Eb,b(1 — k) -+ kb, x -+ kbyy. 


Aby dwie krzywe o równaniach 


(91) 


(92) 


7 (z, y) =0, (93) 

f"(a,y) =0 (94) 
były podobne do siebie, potrzeba i wystarcza, aby istniała trzecia 
krzywa 

Fola y) =0, (95) 
tak, że krzywe (93), (95) są przesunięte, zaś krzywe (94), (95) są 


homotetyczne, albo że krzywe (98), (95) są homotetyczne a krzywe 
(95), (94) przesunięte. 

Mamy następujące przypadki: 

1. 0=E0. 1 AcE0. 


Mamy teraz niezmienniki 


` r No. je r 7. rr "” pi 
M, Ni, Ns; Nis Nis N;; NY, Ni, N; 
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krzywych C, C’, C”. Ponieważ przy przekształceniu homotetycznem 
niezmiennik N, pozostaje niezmieniony, więc mamy 


N =N = Ní. 
Warunek 
MN (96) 


jest konieczny, ale i wystarczający, aby krzywe 0, ©” były do siebie 
podobne. W istocie, przekształcając równania krzywych tych na 
osie główne jako osie spółrzędnych otrzymujemy równania 


CU - 
5, r S L Cooke (97) 
1 s z 
6,51,97% „AT "A 
Sy + Są T g” = (3%) 
Ale mamy proporcję: 
Si _ 8, 
Si S 


gdyż 


.. r TE. 
2 wW — Jez —8 


Zatem kierunki asymptotyczne w nowych układach osi spół- 
rzędnych zawierają ze sobą tesame kąty, a więc przez przesunięcie 
jednego z tych układów spółrzędnych wraz z krzywą w drugi 
układ spółrzędnych, otrzymujemy dwie krzywe o tych samych 
kierunkach asymptotycznych, a więc homotetyczne. 

1 OEE0. m2: A 0. 

Teraz mamy ten sam niezmiennik N, i ten sam warunek (96) 
konieczny i wystarczający podobieństwa. 

Il $=0 1. A=EO. 

Wprowadzając dla obu krzywych Ci C” osie główne jako 
osie spółrzędnych, otrzymujemy równania 


(99) y — Zpa, =Q, (100) wy, *— 2p”aq =0. 


Te dwie parabole sprowadzamy przez przesunięcie jednego 

z dwóch układów spółrzędnych do tego samego układu spółrzęd- 
nych. Ale każde dwie parabole (99), (100) są homotetyczne. Wy- 
23 


www.rcin.org.pl 


436 


starczy wykonać przekształcenie homotetycze o środku w początku 
układu wzorami 

r” = kr, y" =ky, (101) 
gdzie 


k=. (102) 


IL e=: 2 A=0. 
Sprowadzając znów do osi głównych jednej z dwóch par 
prostych jako do osi spółrzędnych mamy dwa równania 


(103) yj—m=0, (104) yp? — m" =0 


i widoczna że te dwie pary prostych są homotetyczne, i mamy 


m” 


k = Ę (105) 
in 
a więc mamy dwie wartości na k, więc dwa przekształcenia homo- 
tetyczne o środku w początku układu, którym jest dowolny punkt 
prostej środków uważanej pary prostych. 


Ćwiczenia. 


1. Okazać, że dwie hiperbole ze sobą sprzężone są homotetyczne 
ze środkiem homotetyczności znajdującym się w środku hiperbol i zna- 
leźć stosunek homotetyczności. 

2 Bieguny prostej Z względem stożkowych współśrodkowych i ho- 
moletycznych leżą na średnicy s tych stożkowych sprzężonej względem 
każdej stożkowej z prostą l. 

8. Biegunowe punktu P(Ę. 7) względem stożkowych współśrodko- 
wych i homotetycznych mają kierunek sprzężony względem każdej stoż- 
kowej ze średnicą przechodzącą przez P. 
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